Effets des transferts radiatifs sur les écoulements de convection naturelle dans une cavité différentiellement chauffée en régimes transitionnel et faiblement turbulent by SOUCASSE, Laurent & SOUFIANI, Anouar
E´cole Centrale Paris
THE`SE
pre´sente´e par
Laurent Soucasse
pour l’obtention du
GRADE de DOCTEUR
Spe´cialite´ : E´nerge´tique
Laboratoire d’accueil : Laboratoire d’E´nerge´tique Mole´culaire
et Macroscopique, Combustion (EM2C)
du CNRS et de l’ECP
Effets des transferts radiatifs sur les e´coulements de
convection naturelle dans une cavite´ diffe´rentiellement
chauffe´e en re´gimes transitionnel et faiblement turbulent
soutenue le 11 de´cembre 2013
Jury : M. Pedro Coelho Examinateur
M. Jean-Louis Dufresne Rapporteur
M. Guy Lauriat Rapporteur
M. Denis Lemonnier Pre´sident du jury
M. Philippe Rivie`re Co-directeur de the`se
M. Anouar Soufiani Directeur de the`se
M. Shihe Xin Examinateur
E´cole Centrale des Arts et Manufactures
Grand E´tablissement sous tutelle
du Ministe`re de l’E´ducation Nationale
Grande Voie des Vignes
92295 Chaˆtenay-Malabry Cedex
Te´l : 33 (1) 41 13 10 00
Te´lex : 634 991 F EC PARIS
Laboratoire d’E´nerge´tique
Mole´culaire et Macroscopique,
Combustion (EM2C)
UPR 288, CNRS, E´cole Centrale Paris
Te´l : 33 (1) 41 13 10 31
Fax : 33 (1) 47 02 80 35
2013ECAP0069

Je te´moigne ma reconnaissance a` la direction de la recherche de l’E´cole
Centrale ainsi qu’a` la direction du laboratoire EM2C pour leur confiance et
l’opportunite´ qu’ils m’ont offerte.
Je remercie tout particulie`rement mes directeurs de the`se, Philippe Ri-
vie`re et Anouar Soufiani, pour leur accompagnement engage´ tout au long de
ces trois anne´es. Je veillerai a` exercer le me´tier de chercheur avec la rigueur
et la finesse vers lesquelles ils m’ont guide´.
Que les rapporteurs Jean-Louis Dufresne et Guy Lauriat ainsi que les
membres du jury, Pedro Coelho, Denis Lemonnier et Shihe Xin, rec¸oivent
ici mes remerciements pour l’inte´reˆt porte´ a` mon travail et la richesse de
nos e´changes.
J’adresse toute ma sympathie aux doctorants, aux post-doctorants, aux
personnels administratifs et techniques, ainsi qu’aux chercheurs de l’EM2C,
graˆce a` qui j’ai pu mener ma the`se dans les meilleures conditions.
Mes remerciements vont enfin a` mes proches, dont le soutien est pre´cieux.

Re´sume´
Les effets des transferts radiatifs sur les e´coulements de convection naturelle
sont e´tudie´s en re´gimes transitionnel et turbulent au moyen de la simulation nume´-
rique. La cavite´ cubique diffe´rentiellement chauffe´e est choisie comme configuration
d’e´tude pour son exploitation intensive dans la litte´rature passe´e. Des me´langes
air/H2O/CO2 sont conside´re´s en vue d’applications au domaine de l’habitat.
Des simulations nume´riques de re´fe´rence sont entreprises jusqu’a` Ra = 3× 108
en couplant une me´thode spectrale de collocation pour l’e´coulement et une me´-
thode de lancer de rayons, associe´e a` un mode`le ADF, pour les transferts radiatifs.
Une me´thode de Monte Carlo, combine´e a` une approche raie par raie, est e´gale-
ment de´veloppe´e mais n’est pas retenue pour les calculs couple´s car les fluctuations
statistiques de la me´thode ne permettent pas de de´tecter pre´cise´ment les premie`res
instationnarite´s de l’e´coulement. Paralle`lement, une nouvelle formulation de l’e´qua-
tion de transfert radiatif, adapte´e aux milieux quasi-isothermes, est introduite.
Pour l’e´tude du re´gime turbulent, une mode´lisation des transferts radiatifs ba-
se´e sur un filtrage spatial est propose´e : les contributions filtre´es sont re´solues par
la me´thode de lancer de rayons sur un maillage laˆche et les contributions de sous-
maille sont re´solues de manie`re analytique dans l’espace de Fourier. Ce mode`le est
combine´ a` la simulation nume´rique directe de l’e´coulement a` Ra = 3×109. Une mo-
de´lisation aux grandes e´chelles de la convection naturelle turbulente est e´galement
propose´e pour l’investigation des plus hauts nombres de Rayleigh.
Lorsque les six parois de la cavite´ sont noires et le gaz transparent, les e´changes
radiatifs parie´taux imposent une tempe´rature proche de la tempe´rature moyenne
sur les parois adiabatiques et en particulier sur les parois haute et basse. La stra-
tification thermique verticale de´croˆıt et l’e´coulement est renforce´. Deux zones de
stratification thermique instable apparaissent en amont des couches limites verti-
cales. De`s Ra = 5×106, une instabilite´ de type Rayleigh-Be´nard se de´veloppe dans
ces zones, induisant des e´coulements instationnaires. En outre, ces re´gions instables
thermiquement favorisent la production de turbulence a` Ra = 3× 108 et 3× 109.
Lorsque les parois adiabatiques sont parfaitement re´fle´chissantes, les parois iso-
thermes noires et le gaz rayonnant, les e´changes radiatifs gaz-gaz et gaz-parois
isothermes homoge´ne´isent le champ de tempe´rature et les couches limites sont
e´paissies. La stratification thermique verticale de´croˆıt et la circulation ge´ne´rale aug-
mente. Des e´coulements instationnaires d’e´volution chaotique sont obtenus dans ce
cas a` partir de Ra = 3 × 107. Des rouleaux contra-rotatifs a` la sortie des couches
limites verticales sont observe´s, ce qui sugge`re qu’une instabilite´ de force centrifuge
soit responsable de la transition. Ces rouleaux sont convecte´s le long des parois
isothermes sous la forme de chemine´es. A` Ra = 3 × 108 et 3 × 109, ces struc-
tures persistent et la production d’e´nergie cine´tique turbulente est domine´e par le
cisaillement moyen.

Abstract
Radiative transfer effects on natural convection flows are investigated in tran-
sitional and turbulent regimes by means of numerical simulation. The cubical dif-
ferentially heated cavity is adopted as this configuration has been widely studied
in the literature. Air/H2O/CO2 mixtures are considered making the simulations
relevant for building applications.
Benchmark numerical simulations are carried out, up to Ra = 3 × 108, by
coupling a spectral collocation method for the flow and a ray tracing method,
associated with an ADF model, for radiative transfer. A Monte Carlo method,
combined with the line-by-line approach, is also developed but is not kept for cou-
pled calculations because of the statistical noise of the method making difficult the
study of the transition to unsteadiness. Alongside, a new formulation for radiative
transfer in quasi-isothermal participating media is introduced.
For studying the turbulent regime, a radiative transfer model based on spatial
filtering is proposed : filtered contributions are solved with the ray tracing method
on a coarse grid and sub-grid contributions are obtained analytically in Fourier
space. This model is combined with the direct numerical simulation of the flow at
Ra = 3 × 109. A large eddy simulation model for turbulent natural convection is
also developed for investigating higher Rayleigh numbers.
When the six cavity walls are black and the gas is transparent, wall radiative
exchanges impose a temperature close to the mean one on the adiabatic walls,
especially on top and bottom walls. The vertical thermal stratification decreases
and the flow is strengthened. Two unstably stratified zones appear upstream the
vertical boundary layers. From Ra = 5 × 106, a Rayleigh-Be´nard type instability
in those zones triggers the unsteadiness. Besides, those unstably stratified regions
enhance the turbulence production at Ra = 3× 108 and 3× 109.
When the adiabatic walls are perfectly reflecting, the isothermal walls are black
and the gas is participating, gas-gas and gas-isothermal walls radiative exchanges
homogenise the temperature field and thicken the boundary layers. The thermal
stratification decreases and the flow driven in the cavity increases. Unsteady flows
with chaotic behaviour are obtained in this case from Ra = 3 × 107. Counter
rotating rolls at the exit of the vertical boundary layers are observed, which suggest
that transition to unsteadiness is due to centrifugal forces. Those rolls are convected
along the isothermal walls as chimney-like rolls. At Ra = 3×108 and 3×109, those
structures remain and the turbulent kinetic energy is mainly produced by the mean
shear.
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Introduction
L
es e´coulements de convection naturelle sont des mouvements de fluide
ge´ne´re´s par des variations spatiales de densite´ dans le champ gravita-
tionnel terrestre. On rencontre ces e´coulements dans l’atmosphe`re, ou` l’air
chauffe´ a` la surface de la Terre se dilate, s’e´le`ve et laisse place a` un air
plus froid et plus lourd provenant de plus haute altitude. La circulation de
l’air dans les baˆtiments est re´gie par le meˆme phe´nome`ne et s’effectue entre
les sources chaudes (chauffage) et les sources froides (murs en contact avec
l’exte´rieur) d’une pie`ce. La convection naturelle joue e´galement un roˆle pre´-
ponde´rant dans de nombreux proce´de´s industriels, comme le refroidissement
de compose´s e´lectroniques ou la production d’e´nergie solaire.
Les variations de densite´, moteurs du mouvement, sont dues aux varia-
tions de tempe´rature en convection naturelle thermique. L’e´coulement est
donc fortement couple´ aux transferts de chaleur au sein du fluide, et peut
eˆtre affecte´ par l’e´mission et l’absorption de rayonnement e´lectromagne´tique.
Dans l’air, les espe`ces chimiques qui absorbent le rayonnement de manie`re
significative dans l’infrarouge sont la vapeur d’eau et le dioxyde de carbone,
mole´cules connues pour leur roˆle dans l’effet de serre atmosphe´rique.
La simulation nume´rique des e´coulements de convection naturelle cou-
ple´s aux transferts radiatifs vise a` affiner la compre´hension physique de ces
phe´nome`nes et a` maˆıtriser les proce´de´s dans lesquels ils interviennent. Ap-
pre´hender l’influence des transferts radiatifs sur la stabilite´ des e´coulements
de convection naturelle et sur la transition vers le re´gime turbulent, carac-
te´rise´ par des fluctuations temporelles et spatiales chaotiques, constitue un
enjeu scientifique majeur. Pre´dire les flux conductifs et radiatifs sur une
paroi chauffe´e ou encore de´terminer la stratification thermique (gradient de
tempe´rature vertical) d’une pie`ce habite´e, sont d’autres objectifs importants
de la simulation.
Plusieurs difficulte´s sont rencontre´es dans la re´solution de ces proble´-
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matiques. D’une part, lorsque les e´coulements e´tudie´s sont turbulents, les
champs de tempe´rature et de vitesse sont fortement instationnaires et va-
rient sur une large gamme d’e´chelles spatiales et temporelles. La quantite´
de donne´es nume´riques a` traiter, correspondant au nombre de points de
discre´tisation de ces champs, peut eˆtre re´dhibitoire. D’autre part, les trans-
ferts radiatifs de´pendent a` la fois de l’espace, du temps, de la direction de
propagation et de la fre´quence du rayonnement, ce qui complexifie leur si-
mulation. Les gaz absorbants posse`dent des milliers de raies d’absorption et
la prise en compte de´taille´e de leurs proprie´te´s radiatives implique une forte
augmentation du temps de calcul.
Les premiers travaux nume´riques sur le couplage entre la convection na-
turelle et le rayonnement des gaz se sont inte´resse´s a` la configuration de
Rayleigh-Be´nard pour pre´dire les instabilite´s thermoconvectives dans les
atmosphe`res stellaires (Goody, 1956; Spiegel, 1960). Une couche horizon-
tale de fluide est chauffe´e par le bas. Sa stabilite´ est de´termine´e en fonction
du nombre de Rayleigh qui compare les phe´nome`nes convectifs et diffu-
sifs. Pour les bas nombres de Rayleigh, la couche de fluide est immobile
et stratifie´e thermiquement, puis, a` partir d’un certain seuil, la convection
naturelle se de´clenche et induit des rouleaux stationnaires. Ces e´tudes, bien
que limite´es au cas d’un gaz gris (coefficient d’absorption inde´pendant de la
fre´quence), ont montre´ que le rayonnement du fluide retarde le de´clenche-
ment de l’instabilite´ en diminuant la stratification thermique de l’e´tat de
base et en amortissant les fluctuations de tempe´rature. Ces effets s’ampli-
fient quand l’e´paisseur optique du gaz augmente puis s’estompent a` la limite
optiquement e´paisse. Bde´oui et Soufiani (1997) ont e´tendu cette analyse en
conside´rant des spectres de gaz re´els comme la vapeur d’eau, le dioxyde de
carbone et l’ammoniac et en se basant sur une line´arisation rigoureuse du
terme source radiatif. Il est a` noter que les effets du rayonnement sur la
stabilite´ d’une couche de fluide verticale se sont ave´re´s similaires (Arpaci et
Bayazitog˘lu, 1973; Borget et al., 2001).
Les travaux nume´riques de ces dernie`res anne´es se sont davantage concen-
tre´s sur l’e´tude des e´coulements de fluides rayonnants confine´s dans des
cavite´s. La configuration re´currente est celle de la cavite´ diffe´rentiellement
chauffe´e constitue´e de deux parois verticales oppose´es maintenues a` tempe´-
rature constante et de parois haute et basse adiabatiques. Le plus souvent,
2
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les auteurs conside`rent des e´coulements de fluides rayonnants gris, contenus
dans des cavite´s bidimensionnelles, en re´gime stationnaire (Lauriat, 1982;
Yu¨cel et al., 1989; Tan et Howell, 1991; Kassemi et Naraghi, 1993; Han et
Baek, 2000; Lari et al., 2011; Moufekkir et al., 2012). Ces e´tudes montrent
qu’en re´gime convectif, le rayonnement augmente la vitesse de l’e´coulement
et diminue la stratification thermique verticale. Selon Colomer et al. (2004),
Borjini et al. (2008) et Kumar et Eswaran (2010) qui e´tudient des fluides gris
en cavite´ cubique, les transferts radiatifs accentuent les effets tridimension-
nels pour des e´paisseurs optiques interme´diaires. Par ailleurs, l’approxima-
tion du gaz gris surestime les transferts radiatifs et ne permet pas de pre´dire
correctement les champs de vitesse et de tempe´rature (Colomer et al., 2007;
Lari et al., 2012).
Les ressources informatiques importantes requises par les simulations
nume´riques instationnaires ont e´te´ et continuent d’eˆtre un facteur limitant
pour l’investigation des re´gimes d’e´coulements de gaz rayonnants transition-
nels et turbulents. Les contributions existantes font ge´ne´ralement appel a` la
simulation en moyenne de Reynolds (Fusegi et Farouk, 1989) ou a` la simu-
lation aux grandes e´chelles (Capdevila et al., 2011; Djanna, 2011). Des si-
mulations nume´riques directes ont toutefois e´te´ entreprises par Borget et al.
(2006) pour des gaz non-gris contenus dans des cavite´s diffe´rentiellement
chauffe´es rectangulaires de haut rapport de forme (hauteur/largeur).
Un autre cas de couplage entre le rayonnement et la convection natu-
relle intervient dans les cavite´s contenant des gaz transparents, mais dont les
parois adiabatiques ou a` flux impose´ rayonnent (Larson et Viskanta, 1976;
Akiyama et Chong, 1997; Velusamy et al., 2001; Wang et al., 2006; Lauriat et
Desrayaud, 2006; Nouanegue et al., 2009; Sun et al., 2011; Xin et al., 2013).
Dans ces configurations, les efforts nume´riques sont moins importants que
lorsque le gaz rayonne, ce qui facilite l’e´tude des ge´ome´tries tridimension-
nelles et des re´gimes instationnaires. En cavite´ diffe´rentiellement chauffe´e, le
rayonnement des parois adiabatiques est connu pour baisser la tempe´rature
moyenne de la paroi haute, augmenter la tempe´rature moyenne de la paroi
basse et ainsi re´duire la stratification thermique du fluide.
Cet aperc¸u des diffe´rentes contributions nume´riques a` l’e´tude du cou-
plage entre la convection naturelle et le rayonnement re´ve`le un manque de
solution de re´fe´rence en re´gime instationnaire, dans des ge´ome´tries tridi-
mensionnelles et tenant compte des proprie´te´s radiatives re´elles des gaz.
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Pour confirmer leur validite´, les re´sultats de simulation nume´rique doivent,
dans la mesure du possible, eˆtre confronte´s a` des expe´riences de laboratoire.
Le couplage entre le rayonnement des gaz et la convection naturelle a e´te´
e´tudie´ expe´rimentalement pour des parois verticales chauffe´es (Audunson et
Gebhart, 1972; Iacona et Taine, 2001; Prasanna et Venkateshan, 2011), pour
des cavite´s diffe´rentiellement chauffe´es (Bratis et Novotny, 1974; Fusegi et
Farouk, 1990; Clergent, 2000; Rouger, 2009) ou pour des cavite´s chauffe´es
par le bas (Gille et Goody, 1964; Bde´oui, 1998; Borget, 2001; Hutchison et
Richards, 1999). Dans la plupart de ces travaux, la tempe´rature est mesure´e
par interfe´rome´trie : il s’agit d’une me´thode optique base´e sur les variations
de l’indice de re´fraction avec la tempe´rature. Cette technique de mesure ne
perturbe pas les transferts radiatifs, contrairement a` l’introduction de ther-
mocouples, mais est re´serve´e aux phe´nome`nes bidimensionnels. Concernant
le choix du gaz rayonnant, le dioxyde de carbone et l’ammoniac sont pre´fe´re´s
a` la vapeur d’eau afin d’e´viter les proble`mes de condensation.
La comparaison entre les re´sultats expe´rimentaux et nume´riques est de´-
licate lorsque des cavite´s aux parois haute et basse adiabatiques, remplies
d’air, sont conside´re´es. En effet, la conductivite´ de l’air est tre`s faible et il est
difficile de re´aliser des parois parfaitement isole´es thermiquement. Certains
auteurs ont propose´ d’imposer la distribution de tempe´rature obtenue dans
les expe´riences comme condition aux limites des simulations nume´riques
(Salat et al., 2004). La re´solution nume´rique de la conduction a` l’inte´rieur
des parois semble cependant plus satisfaisante pour reproduire les re´sultats
expe´rimentaux (Xin et al., 2013). Une autre fac¸on de re´soudre cette diffi-
culte´ est de conside´rer des cavite´s aux parois haute et basse parfaitement
conductrices, comme cela est propose´ par Leong et al. (1998).
Les pre´sents travaux de the`se ont vocation a` e´tendre l’exploration nume´-
rique du couplage entre le rayonnement des gaz et la convection naturelle.
Les de´veloppements re´cents de l’informatique permettent aujourd’hui de de´-
passer certaines des limitations expose´es ci-avant. Depuis les anne´es 2000,
la recherche scientifique s’appuie sur les calculateurs paralle`les, qui offrent
la possibilite´ de re´aliser des calculs simultane´ment sur des milliers de pro-
cesseurs et ainsi de diminuer le temps de restitution des simulations nume´-
riques.
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INTRODUCTION
L’objectif est de re´aliser des simulations nume´riques de re´fe´rence en re´-
gime instationnaire transitionnel afin d’analyser les effets des transferts ra-
diatifs. Ces simulations serviront de guide au de´veloppement de mode`les
approche´s pour l’exploration des hauts nombres de Rayleigh. La cavite´ cu-
bique diffe´rentiellement chauffe´e est choisie comme configuration d’e´tude.
On conside´rera des e´coulements d’air contenant de faibles quantite´s de va-
peur d’eau et de dioxyde de carbone et s’e´coulant dans des cavite´s de grande
taille. Les simulations nume´riques seront ainsi repre´sentatives des transferts
thermiques dans l’habitat.
Le chapitre 1 introduit la mise en e´quation des phe´nome`nes physiques
et leur analyse dimensionnelle. Les proprie´te´s radiatives du milieu sont spe´-
cifie´es.
Le chapitre 2 pre´sente les me´thodes nume´riques de re´fe´rence utilise´es
dans les simulations nume´riques. Une me´thode spectrale de collocation pour
re´soudre les bilans de masse, de quantite´ de mouvement et d’e´nergie est
couple´e a` une me´thode de lancer de rayons de´terministe ou a` une me´thode
de Monte Carlo statistique pour re´soudre les transferts radiatifs.
Les chapitres 3 et 4 discutent les re´sultats de re´fe´rence obtenus en re´-
gime stationnaire et en re´gime transitionnel pour des nombres de Rayleigh
compris entre 105 et 3× 108. Les effets du rayonnement du gaz et les effets
du rayonnement des parois sont mis en e´vidence distinctement par compa-
raison avec des re´sultats de simulations nume´riques ignorant les transferts
radiatifs.
Le chapitre 5 propose une mode´lisation des transferts radiatifs permet-
tant de diminuer le couˆt nume´rique des simulations couple´es en re´gime tur-
bulent. Le chapitre 6 analyse les re´sultats obtenus avec cette approche a` un
nombre de Rayleigh de 3 × 109 et pre´sente une mode´lisation aux grandes
e´chelles de l’e´coulement.
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Chapitre 1
Transferts thermiques
couple´s en cavite´
diffe´rentiellement chauffe´e
L
a cavite´ diffe´rentiellement chauffe´e est une configuration privile´gie´e
pour l’e´tude nume´rique de la convection naturelle depuis le calcul de
re´fe´rence propose´ par de Vahl Davis et Jones (1983) pour des fluides trans-
parents ou encore depuis les simulations de Yu¨cel et al. (1989) pour des
fluides rayonnants. Malgre´ les difficulte´s expe´rimentales a` re´aliser des cavi-
te´s remplies d’air parfaitement isole´es thermiquement, cette configuration
constitue une re´fe´rence pour l’e´tude des transferts couple´s dans l’habitat.
On conside`re une cavite´ cubique ferme´e de coˆte´ L, diffe´rentiellement
chauffe´e, repre´sente´e sur la figure 1.1. Deux parois verticales oppose´es sont
isothermes, une paroi chaude a` la tempe´rature Tc, une paroi froide a` la
tempe´rature Tf , et les quatre autres parois sont adiabatiques. La cavite´ est
remplie d’air contenant de faibles quantite´s de vapeur d’eau et de dioxyde
de carbone. Ces espe`ces sont naturellement pre´sentes dans l’air et sont e´ga-
lement produites par la respiration humaine.
Afin de re´aliser des simulations nume´riques repre´sentatives des transferts
thermiques dans l’habitat, on choisit :
• des tailles de cavite´ de l’ordre du me`tre (Lmax = 3 m) ;
• de faibles e´carts de tempe´rature ∆Tmax = Tc − Tf ≃ 10 K autour
d’une tempe´rature moyenne T0 = (Tc + Tf )/2 = 300 K ;
• un me´lange air/H2O/CO2 a` pression atmosphe´rique de composition
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air-H2O-CO2  
L
 
x 
z 
y 
Figure 1.1 – Cavite´ cubique diffe´rentiellement chauffe´e de coˆte´ L, remplie
d’un me´lange air/H2O/CO2. Les parois x = 0 et x = L sont maintenues a`
la tempe´rature Tc et Tf , respectivement. Les parois y = 0, y = L, z = 0 et
z = L sont adiabatiques, sauf indication contraire.
constante (fractions molaires de l’ordre de 1 % pour H2O et de 0,1%
pour CO2).
La section 1.1 pre´sente la mode´lisation mathe´matique des phe´nome`nes
de transferts conductifs, convectifs et radiatifs au sein de la cavite´. La sec-
tion 1.2 identifie les parame`tres physiques issus de l’analyse dimensionnelle
du proble`me. Enfin, la section 1.3 spe´cifie les proprie´te´s radiatives spectrales
du me´lange air/H2O/CO2, dont la prise en compte n’est pas courante.
1.1 Mise en e´quation
1.1.1 Bilans macroscopiques de masse, de quantite´ de mou-
vement et d’e´nergie
L’e´cart de tempe´rature entre les parois chaudes et froides e´tant faible, on
adopte l’approximation de Boussinesq qui consiste a` :
• prendre en compte les variations de la masse volumique ρ avec la tem-
pe´rature uniquement pour calculer les forces de flottabilite´ a` l’origine
du mouvement du fluide ;
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• line´ariser ces variations selon
ρ(T ) = ρ0 + ρ0β(T0 − T ), (1.1)
ou` ρ0 est la masse volumique du fluide a` la tempe´rature moyenne
du milieu T0 = (Tc + Tf )/2 et β = −1/ρ (∂ρ/∂T )T0 est le coefficient
d’expansion thermique pris e´gal a` 1/T0 (gaz parfait) ;
• conside´rer la masse volumique constante sinon.
Les autres proprie´te´s du fluide comme la viscosite´ dynamique µ, la capa-
cite´ calorifique a` pression constante Cp et la conductivite´ thermique λ sont
conside´re´es constantes et prises e´gales a` celles de l’air a` la tempe´rature T0.
L’approximation de Boussinesq permet de simplifier les bilans macrosco-
piques de masse, de quantite´ de mouvement et d’e´nergie que l’on souhaite
re´soudre pour calculer les champs de vitesse, de tempe´rature et de pression.
Comme la masse volumique est conside´re´e constante, la conservation de la
masse implique que la divergence du champ de vecteur vitesse u soit nulle
∇ · u = 0. (1.2)
En utilisant l’e´quation (1.1), le bilan de quantite´ de mouvement qui traduit
l’e´quilibre des forces s’exerc¸ant sur le fluide s’e´crit
ρ0
∂u
∂t
+ ρ0u · ∇u = −∇p+ ρ0β(T0 − T )g + µ∇2u, (1.3)
ou` g = −gz est l’acce´le´ration de la pesanteur, p est l’e´cart a` la pression
hydrostatique (∇p = ∇P − ρ0g, avec P la pression thermodynamique)
et l’air est conside´re´ comme un fluide newtonien. Le terme de flottabilite´
ρ0β(T0−T )g indique explicitement le couplage du champ de vitesse avec le
champ de tempe´rature. Re´ciproquement, les variations de tempe´rature sont
relie´es au champ de vitesse par le phe´nome`ne de convection thermique. Le
bilan d’e´nergie s’e´crit
ρ0Cp
∂T
∂t
+ ρ0Cpu · ∇T = λ∇
2T −∇ · qR, (1.4)
ou` qR est le vecteur flux radiatif. Dans ce bilan la dissipation visqueuse
d’e´nergie cine´tique ainsi que les variations de pression sont ne´glige´es.
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Les conditions aux limites associe´es aux e´quations bilans (1.2), (1.3) et
(1.4) sont les suivantes.
u = 0 sur les six parois (1.5)
T = Tc x = 0 (1.6)
T = Tf x = L (1.7)(−λ∇T + qR) ·n = 0 y = 0, y = L, z = 0, z = L (1.8)
Les six parois de la cavite´ sont rigides et donc la vitesse du fluide y est
nulle. La tempe´rature des parois x = 0 et x = L est impose´e a` Tc et Tf
respectivement, les autres parois sont adiabatiques.
1.1.2 Transferts radiatifs
Le vecteur flux radiatif intervenant dans le bilan d’e´nergie (1.4) et dans la
conditions aux limites (1.8) est de´fini par
qR(r) =
∫ ∞
0
∫ 4π
0
Iν(r,Ω)ΩdΩdν, (1.9)
ou` Iν(r,Ω) est la luminance monochromatique directionnelle. Iν(r,Ω)Ω est
la densite´ du flux d’e´nergie par unite´ de surface au point r transporte´ par
les photons de fre´quence ν se de´plac¸ant dans la direction Ω. Le flux radiatif
est donc la somme de tous ces flux e´le´mentaires.
La distribution spatiale et directionnelle de la luminance Iν est modi-
fie´e par interaction avec la matie`re (atomes, mole´cules) capable d’absorber,
d’e´mettre et de diffuser le rayonnement e´lectromagne´tique. Dans les milieux
gazeux, les proprie´te´s de la matie`re caracte´risant ces phe´nome`nes sont :
• l’indice optique n, suppose´ constant uniforme et e´gal a` un ;
• le coefficient d’absorption κν , fonction de la tempe´rature, de la pres-
sion et de la composition des espe`ces absorbantes ;
• le coefficient de diffusion σν , ne´glige´ pour le me´lange conside´re´ (σν <<
κν) ;
• le coefficient d’e´mission ην , e´gal a` κνI◦ν , le me´lange gazeux e´tant a`
l’e´quilibre thermodynamique local.
La luminance du rayonnement d’e´quilibre I◦ν est de´finie par la fonction de
Planck
I◦ν (T ) =
2hν3
c2
1(
exp
(
hν
kBT
)
− 1
) , (1.10)
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ds0r
rp
Ω n
Iν(r,Ω)Ω
Figure 1.2 – Sche´ma d’un trajet optique.
ou` c est la vitesse de la lumie`re, h la constante de Planck, kB la constante de
Boltzmann et T la tempe´rature du milieu. Inte´gre´e sur toute les fre´quences,
l’e´quation (1.10) devient ∫ ∞
0
I◦ν (T )dν =
σT 4
π
, (1.11)
ou` σ = 2π5k4B/(15h
3c2) est la constante de Stefan-Boltzmann.
Les variations de la luminance le long d’un chemin optique sont donne´es
par l’e´quation de transfert radiatif
Ω ·∇ Iν(r,Ω) = κν(r)(I
◦
ν (T (r))− Iν(r,Ω)). (1.12)
On suppose que la propagation du rayonnement est instantane´e car la vitesse
de la lumie`re c est tre`s grande devant la vitesse du fluide. La solution de
l’e´quation (1.12) le long d’un chemin optique d’e´quation r′ = rp + s′Ω,
repre´sente´ figure 1.2, allant d’un point r′ = rp (s′ = 0) au bord du domaine
jusqu’a` un point r′ = r (s′ = s), s’e´crit
Iν(r,Ω) =
∫ s
0
κν(r
′)I◦ν (T (r
′)) exp
(
−
∫ s
s′
κν(s
′′)ds′′
)
ds′
+ Iν(rp,Ω) exp
(
−
∫ s
0
κν(s
′)ds′
)
. (1.13)
La luminance partante au bord du domaine Iν(rp,Ω) est fonction des pro-
prie´te´s radiatives des parois de la cavite´ qui sont ici assimile´es a` des corps
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opaques, d’e´missivite´ εν . La re´flexion aux parois est suppose´e diffuse (la lu-
minance re´fle´chie est isotrope), ce qui est le cas pour une paroi rugueuse par
exemple. La luminance partante des parois ne de´pend plus de la direction
et est de´finie par
Ipν (rp) = εν(rp)I
◦
ν (T (rp))+
1− εν(rp)
π
∫
Ω′·n<0
Iν(rp,Ω
′)|Ω′ ·n|dΩ′, (1.14)
pour les direction telles que Ω ·n > 0, n e´tant le vecteur normal a` la paroi
dirige´ vers l’inte´rieur du domaine.
La divergence du flux radiatif ∇ · qR(r), appele´e e´galement puissance
radiative, et le flux radiatif aux parois qR ·n (rp) apparaissant dans les
e´quations (1.4) et (1.8), s’expriment tous deux comme la diffe´rence entre un
terme d’e´mission et un terme d’absorption selon
∇ · qR(r) =
∫ ∞
0
∫ 4π
0
(Ω · ∇Iν(r,Ω)) dΩdν,
= 4π
∫ ∞
0
κν(r)I
◦
ν (T (r))dν
−
∫ ∞
0
∫ 4π
0
κν(r)Iν(r,Ω)dΩdν, (1.15)
qR ·n (rp) =
∫ ∞
0
∫ 4π
0
Iν(rp,Ω)Ω ·n dΩdν,
= π
∫ ∞
0
εν(rp)I
◦
ν (T (rp))dν
−
∫ ∞
0
εν(rp)
∫
Ω′·n<0
Iν(rp,Ω
′)|Ω′ · n|dΩ′dν. (1.16)
Si le terme d’e´mission est parfaitement de´termine´ par la loi de Planck a`
partir du champ de tempe´rature (e´quation (1.10)), le terme d’absorption en
un point r est en revanche fonction de la luminance provenant de tout point
du domaine r′ et de sa transmission le long du trajet optique r′ → r et cela
pour chaque fre´quence ν. Par ailleurs, la luminance, la puissance radiative
et le flux radiatif aux parois de´pendent du temps de`s lors que le champ de
tempe´rature en de´pend.
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1.2 Analyse dimensionnelle
La convection thermique force´e est caracte´rise´e par deux nombres adimen-
sionnels : le nombre de Reynolds, rapport des forces inertielles et des forces
visqueuses, et le nombre de Prandtl, rapport des diffusivite´s de quantite´ de
mouvement et de chaleur, de´finis par
Re =
ρ0urefL
µ
, (1.17)
Pr =
µCp
λ
. (1.18)
En convection naturelle, l’e´coulement est induit par les variations de masse
volumique. Un ordre de grandeur de la vitesse uref peut eˆtre obtenu en
comparant les forces inertielles et les forces de flottabilite´
ρ0
u2ref
L
= ρ0β(Tc − Tf )g. (1.19)
Cela nous permet d’introduire les nombres de Grashoff et de Rayleigh
Gr = Re2 =
ρ20β(Tc − Tf )gL3
µ2
, (1.20)
Ra = Gr Pr =
ρ20Cpβ(Tc − Tf )gL3
µλ
. (1.21)
Lorsque le fluide est transparent (κν = 0) et les parois adiabatiques
parfaitement re´fle´chissantes (εν = 0), l’e´coulement de convection naturelle
en cavite´ cubique diffe´rentiellement chauffe´e ne de´pend que des nombres
de Rayleigh et de Prandtl. Lorsque le fluide et les parois rayonnent, un
adimensionnement est possible si les proprie´te´s radiatives sont grises (inde´-
pendantes de la fre´quence). Il faut alors introduire quatre parame`tres sup-
ple´mentaires, par exemple : le rapport de tempe´rature ∆T/T0, l’e´paisseur
optique du milieu κL, l’e´missivite´ des parois ε et le nombre de Planck
Pl =
λ∆T
σT 40L
, (1.22)
de´fini comme le ratio entre les flux conductifs et radiatifs (on peut pre´fe´-
rer a` ce dernier le nombre de rayonnement NR = κLPl). Cependant, le
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Table 1.1 – De´finition des quantite´s physiques adimensionne´es.
temps longueur vitesse pression tempe´rature flux radiatif
t+ =
t
tref
r+ =
r
L
u+ =
u
uref
p+ =
p
ρ0u2ref
T+ =
T − T0
∆T
qR+ =
qRL
λ∆T
spectre d’absorption de gaz comme la vapeur d’eau ou le dioxyde de car-
bone pre´sente de fortes variations avec la fre´quence ν et ne peut pas eˆtre
conside´re´ comme gris. L’e´paisseur optique κνL de´pend alors de la fre´quence
et le transfert radiatif ne peut plus eˆtre adimensionne´.
Adimensionnement choisi
Pour adimensionner les bilans de masse (1.2), de quantite´ de mouvement (1.3)
et d’e´nergie (1.4), on choisit les e´chelles de vitesse et de temps suivantes
uref =
√
β(Tc − Tf )gL
Pr
=
a
√
Ra
L
, (1.23)
tref =
L2
a
√
Ra
, (1.24)
a = λ/(ρ0Cp) e´tant la diffusivite´ thermique. Par rapport a` la l’e´quation (1.19),
une correction en 1/
√
Pr a e´te´ apporte´e dans la de´finition de l’e´chelle de vi-
tesse. Patterson et Imberger (1980) l’ont introduite pour tenir compte des
diffe´rences d’e´paisseur entre couches limites me´canique et thermique. Les
e´chelles de re´fe´rence (1.23) et (1.24) sont pertinentes de`s que le re´gime iner-
tiel est atteint (l’e´paisseur des couches limites est petite devant la taille de
la cavite´). Dans ce re´gime, la vitesse adimensionne´e u+ reste du meˆme ordre
quelque soit le nombre de Rayleigh. L’adimensionnement des autres quan-
tite´s physiques est donne´ dans le tableau 1.1. Les bilans adimensionne´s et
leurs conditions aux limites associe´es s’e´crivent
∇
+
· u+ = 0, (1.25)
∂u+
∂t+
+ u+ ·∇+ u+ = −∇+p+ + PrT+z + Pr√
Ra
∇
+2u+, (1.26)
∂T+
∂t+
+ u+ ·∇+ T+ =
1√
Ra
(
∇
+2T+ −∇+·qR+) . (1.27)
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u+ = 0 sur les six parois (1.28)
T+ = 0, 5 x+ = 0 (1.29)
T+ = −0, 5 x+ = 1 (1.30)(−∇+T+ + qR+) ·n = 0 y+ = 0, y+ = 1, z+ = 0, z+ = 1 (1.31)
Pour traiter les transferts radiatifs de fac¸on dimensionnelle, la taille de
la cavite´, le champ de tempe´rature et les proprie´te´s re´elles des parois et du
gaz, doivent eˆtre spe´cifie´s :
• le champ de tempe´rature dimensionnel est de´fini par T = T+∆T +T0,
ou` ∆T = RaPr a2T0/(gL
3) ;
• les parois de la cavite´ sont prises grises ;
• le coefficient d’absorption du me´lange air/H2O/CO2 est pris uniforme
a` la tempe´rature T0 et a` la pression atmosphe´rique e´tant donne´s les
faibles e´carts de tempe´rature et de pression rencontre´s et s’obtient en
imposant la concentration des espe`ces absorbantes.
Le flux radiatif qR est divise´ par λ∆T/L pour eˆtre inte´gre´ au bilan (1.27) et
a` la condition aux limites (1.31). Pour l’ensemble des simulations couple´es,
on conside`re de l’air a` T0 = 300 K, dont les proprie´te´s thermophysiques ne
sont pas modifie´es par la pre´sence de faibles quantite´s de vapeur d’eau et
de dioxyde de carbone, et pour lequel Pr = 0, 707, a = 2, 25× 10−5 m2 s−1
et λ = 2, 63 × 10−2 Wm−1K−1. Les parame`tres restant variables sont le
nombre de Rayleigh Ra, la taille de la cavite´ L et les fractions molaires de
vapeur d’eau et de dioxyde de carbone XH2O et XCO2 .
1.3 Proprie´te´s radiatives du milieu
1.3.1 Spectre d’absorption raie par raie
L’e´mission ou l’absorption par une mole´cule d’un photon de fre´quence νr
est associe´e a` une transition entre deux niveaux d’e´nergie, E1 et E2, tels
que E2 − E1 = hνr. Ces niveaux d’e´nergie correspondent a` des e´tats e´lec-
troniques, de vibration et de rotation de l’espe`ce chimique conside´re´e. Une
raie d’absorption de fre´quence ou de nombre d’onde νr est caracte´rise´e par
son intensite´ Sr (en m
−1 atm−1 cm−1) et son profil Fr(ν − νr) normalise´
(en cm), fonctions de la tempe´rature et de la pression. Le coefficient d’ab-
sorption κrν de la raie r est un spectre continu qui s’obtient en multipliant
la pression partielle de l’espe`ce i, XiP , par l’intensite´ et le profil de raie.
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Le coefficient d’absorption d’un gaz κν est alors la somme des coefficients
d’absorption κirν sur l’ensemble des raies r de chaque espe`ce absorbante i,
soit
κν =
∑
i
∑
r
κirν =
∑
i
∑
r
XiPSirFir(ν − νir). (1.32)
Le recouvrement entre les raies d’absorption est ici pris en compte de ma-
nie`re simplifie´e en ne´gligeant les effets de couplage de raie.
L’approche raie par raie consiste a` discre´tiser finement ce spectre dans la
gamme de fre´quence d’inte´reˆt, ou` la luminance du rayonnement d’e´quilibre
donne´e par la fonction de Planck (e´quation (1.10)) est non ne´gligeable.
La cavite´ diffe´rentiellement chauffe´e est remplie d’un me´lange air/H2O/
CO2 de tempe´rature moyenne T0 = 300 K a` pression atmosphe´rique. A`
300 K, le rayonnement d’e´quilibre est dominant dans l’infrarouge : la lumi-
nance d’e´quilibre inte´gre´e entre 125 et 2000 cm−1 (entre 5 et 80 µm) est
e´gale a` 98 % de la luminance inte´gre´e sur tout le spectre. Dans cette gamme
de fre´quence, les transitions s’effectuent entre niveaux rovibrationnels d’un
meˆme e´tat e´lectronique et seules les mole´cules dote´es d’un moment dipolaire
de transition non nul sont susceptibles d’e´mettre ou d’absorber du rayon-
nement de manie`re significative. L’air est donc conside´re´ transparent car
il contient majoritairement des mole´cules compose´es de deux atomes iden-
tiques (N2, O2). La pre´sence de vapeur d’eau et de dioxyde de carbone le
rend semi-transparent.
Le spectre d’absorption raie par raie d’un me´lange air/H2O/CO2 de
composition XH2O = 0, 02 et XCO2 = 0, 001, est repre´sente´ figure 1.3. Ce
spectre a e´te´ obtenu a` partir de la base de donne´es spectroscopiques HI-
TRAN (Rothman et al., 2009) et est discre´tise´ entre 50 et 4050 cm−1 avec
une re´solution de 0, 025 cm−1 (160 000 points spectraux). Le coefficient
d’absorption e´tant directement proportionnel a` la fraction molaire (rela-
tion (1.32)), on pourra utiliser ce spectre pour d’autres concentrations en
vapeur d’eau en conservant le ratio XH2O/XCO2 (l’effet de la composition
sur les largeurs de raie est ne´gligeable dans la plage de concentration consi-
de´re´e). La fraction molaire de vapeur d’eau devra cependant rester infe´rieure
au seuil de saturation a` pression atmosphe´rique XsatH2O(300 K) = 0, 0349.
1.3.2 Mode´lisation
La prise en compte des proprie´te´s radiatives a` haute re´solution dans les
calculs de transferts radiatifs est tre`s lourde. Si l’approche raie par raie
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Figure 1.3 – Spectre d’absorption d’un me´lange air/H2O/CO2 a` T0 =
300 K, P = 1 atm, XH2O = 0, 02 et XCO2 = 0, 001 et fonction de Planck a`
T0 = 300 K.
peut eˆtre envisage´e avec la me´thode statistique de Monte Carlo, elle est
impraticable avec une me´thode de´terministe comme la me´thode de lancer
de rayons. Plusieurs voies de mode´lisation ont e´te´ explore´es pour acce´le´rer
l’inte´gration spectrale. Ces approches peuvent eˆtre classe´es en deux grandes
familles : les mode`les de bande (dont font partie le mode`le statistique a`
bande e´troite et le mode`le CK) et les mode`les globaux.
• Le mode`le statistique a` bande e´troite Le spectre d’absorption
est discre´tise´ en intervalles spectraux ∆ν appele´s bandes e´troites ou`
la fonction de Planck est suppose´e constante mais dans lesquels il
existe un grand nombre de raies d’absorption. A` partir d’hypothe`ses
statistiques sur la position, les largeurs et les intensite´s des raies, le
mode`le propose une expression de la transmittivite´ moyenne en fonc-
tion de deux parame`tres pour chaque bande e´troite, lorsque le milieu
est uniforme. Sa formulation en transmittivite´ et non en coefficient
d’absorption ne le rend pas compatible avec toutes les me´thodes de
transfert radiatif.
• Le mode`le CK Ce mode`le est base´ sur le re´ordonnement croissant
des valeurs du coefficient d’absorption κ prises dans un intervalle ∆ν
ou` la fonction de Planck est suppose´e constante. La fonction de distri-
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bution cumule´e du coefficient d’absorption, obtenue sur chaque bande,
pre´sente une allure plus lisse que le spectre initial et s’inte`gre facile-
ment avec quelques points de quadrature. La formulation est exacte
en milieu uniforme.
• Les mode`les globaux Les mode`les globaux sont e´galement base´s sur
le re´ordonnement des valeurs du coefficient d’absorption, mais cette
fois sur l’ensemble du spectre. La fonction de distribution cumule´e est
alors ponde´re´e par la fonction de Planck. Ces mode`les sont limite´s a`
des proprie´te´s de parois grises.
L’utilisation de ces mode`les dans des milieux non uniformes, suppose
que les variations du coefficient d’absorption avec la tempe´rature et la pres-
sion ne de´pendent pas de la fre´quence ν. Cette hypothe`se n’est pas valable
lorsque les gradients de tempe´rature sont forts par exemple. Dans ce cas,
une ame´lioration consiste a` discriminer les raies d’absorption en plusieurs
classes selon leur comportement avec la tempe´rature, et a` appliquer le mo-
de`le statistique a` bande e´troite, le mode`le CK ou les mode`les globaux a`
chacune des classes. De manie`re ge´ne´rale, les mode`les globaux sont les plus
efficaces en termes de temps de calcul mais sont e´galement les moins pre´-
cis. Une revue de´taille´e de ces diffe´rents mode`les est donne´e par Taine et
Soufiani (1999).
Pour mode´liser les proprie´te´s radiatives des me´langes air/H2O/CO2, on
choisit le mode`le global Absorption Distribution Function (ADF) de Pierrot
et al. (1999a). Il est particulie`rement adapte´ dans le contexte de ce travail
puisque le coefficient d’absorption est suppose´ uniforme. Sa formulation est
alors identique a` celle des autres mode`les globaux (Denison et Webb, 1995;
Modest et Zhang, 2002). Le mode`le est d’abord pre´sente´ pour des milieux
non uniformes ve´rifiant l’hypothe`se de se´parabilite´. Puis, son application
a` la mode´lisation des me´langes air/H2O/CO2, qui sera exploite´e dans les
simulations nume´riques couple´es, est de´veloppe´e.
Mode`le ADF
On suppose que le coefficient d’absorption κν(r) de´pend se´pare´ment de la
fre´quence ν et de la position r (au travers de la tempe´rature, la pression et
la composition locale) selon
κν(r) = η(ν)φ(r). (1.33)
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La fonction de distribution cumule´e de η(ν), ponde´re´e par la fonction de
Planck a` la tempe´rature T , est de´finie par
F (h, T ) =
π
σT 4
∫
ν/η(ν)≤h
I◦ν (T )dν. (1.34)
Cette fonction pre´sente une allure beaucoup plus lisse que le spectre d’ab-
sorption raie par raie. Le mode`le consiste a` remplacer l’inte´gration sur les
fre´quence ν par une inte´gration sur les valeurs de η. Les luminances Iη(r,Ω)
et I◦η (r), fonctions de η, sont de´finies par
Iη(r,Ω) =
∂
∂η
∫
ν/η(ν)≤η
Iν(r,Ω)dν, (1.35)
I◦η (r) =
∂F (η, T (r))
∂η
σT 4(r)
π
. (1.36)
Iηdη est la fraction de la luminance totale
∫∞
0 Iνdν correspondant aux inter-
valles de ν tels que η ≤ η(ν) < η+dη et I◦ηdη est la fraction de la luminance
d’e´quilibre σT 4/π correspondant aux meˆmes intervalles de ν. La luminance
Iη(r,Ω) satisfait l’e´quation de transfert radiatif
Ω · ∇ Iη(r,Ω) = ηφ(r)
(
∂F (η, T (r))
∂η
σT 4(r)
π
− Iη(r,Ω)
)
. (1.37)
La fonction de distribution cumule´e est discre´tise´e en intervalles [η−i ; η
+
i ].
La luminance Ii(r,Ω) associe´e a` chaque intervalle ve´rifie l’e´quation discre`te
Ω · ∇ Ii(r,Ω) = κi(r)
(
ai(r)
σT 4(r)
π
− Ii(r,Ω)
)
, (1.38)
ou` ai(r) = F (η
+
i , T (r)) − F (η−i , T (r)) et ou` κi(r) = ηiφ(r) est une va-
leur moyenne du coefficient d’absorption sur l’intervalle [η−i φ(r); η
+
i φ(r)].
La condition aux limites associe´e est, pour une paroi grise et diffuse
Ii(rp) = ε(rp)ai(rp)
σT 4(rp)
π
+
1− ε(rp)
π
∫
Ω′·n<0
Ii(rp,Ω
′)|Ω′ · n|dΩ′. (1.39)
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L’inte´gration spectrale s’effectue simplement en sommant la contribution de
chaque intervalle i. Tant que l’hypothe`se (1.33) est ve´rifie´e, la formulation
du mode`le ADF est exacte et sa pre´cision ne de´pend que de la discre´tisa-
tion retenue pour la fonction F . Cependant, le spectre des me´langes gazeux
ve´rifie rarement cette hypothe`se. Pierrot et al. (1999a,b) fournissent des de´-
veloppements supple´mentaires pour e´tendre la validite´ du mode`le dans ce
cas (voir annexe B).
Imple´mentation
Les me´langes air/H2O/CO2 conside´re´s sont de composition uniforme et a` la
pression atmosphe´rique. Compte tenu des faibles e´carts de tempe´rature ren-
contre´s dans la cavite´ diffe´rentiellement chauffe´e, le coefficient d’absorption
peut eˆtre conside´re´ uniforme a` la tempe´rature moyenne T0. La validite´ de
cette hypothe`se est discute´e en annexe (§ C.3.3). Le mode`le ADF pre´sente´
ci-dessus, s’applique en posant φ(r) = 1.
Pour s’adapter aux faibles gradients de tempe´rature, le mode`le ADF est
ici de´veloppe´ a` partir des luminances modifie´es de´finies par
Iν(r,Ω) = Iν(r,Ω)− I◦ν (TS), (1.40)
I◦ν (r) = I◦ν (r)− I◦ν (TS), (1.41)
ou` TS est la tempe´rature de shift, choisie le´ge`rement infe´rieure a` la tem-
pe´rature minimum du milieu Tf . Ce changement d’e´chelle sera justifie´ et
explique´ plus en de´tail dans le paragraphe 2.2.1. Il ne modifie pas la forme
de l’e´quation de transfert radiatif, puisque celle-ci est line´aire en Iν .
En utilisant la fonction de Planck modifie´e, la fonction de distribution
cumule´e devient
F (κ) =
π
σ(T 40 − T 4S)
∫
ν/κν(T0)≤κ
(I◦ν (T0)− I◦ν (TS))dν. (1.42)
De meˆme, l’e´quation de transfert radiatif (1.38) associe´e au mode`le ADF
discre´tise´ s’e´crit
Ω · ∇ Ii(r,Ω) = κi
(
ai
σ(T 4(r)− T 4S)
π
− Ii(r,Ω)
)
. (1.43)
La fonction de distribution cumule´e a` haute re´solution du me´lange air/
H2O/CO2 de composition XH2O = 0, 02 et XCO2 = 0, 001, construite a`
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Figure 1.4 – Fonction de distribution cumule´e du coefficient d’absorp-
tion ponde´re´e par la fonction de Planck modifie´e (e´quation (1.42)) relative
au spectre du me´lange air/H2O/CO2 repre´sente´ figure 1.3 (XH2O = 0, 02,
XCO2 = 0, 001, T0 = 300 K et P = 1 atm). La tempe´rature de shift est de
TS = 299, 9 K. Discre´tisation sur 16 intervalles de κ.
partir du spectre raie par raie correspondant (figure 1.3), est repre´sente´e
figure 1.4. L’espace des κ est discre´tise´ en NADF = 16 intervalles entre
les valeurs minimale et maximale prises par le coefficient d’absorption, de
manie`re logarithmique, mis a` part le premier intervalle des κ les plus faibles
dont la taille est fixe´e arbitrairement (le premier intervalle est optiquement
mince (κ1L << 1) et peut eˆtre plus large que les autres). La valeur moyenne
κi dans chaque intervalle est calcule´e selon
κi = (κ
−
i )
1−α(κ+i )
α, (1.44)
ou` α = 0, 52 est un parame`tre optimise´ sur le calcul d’e´missivite´ suivant.
L’e´missivite´ modifie´e d’une colonne homoge`ne isotherme a` la tempe´ra-
ture T0 et de longueur l est de´finie par
εtot =
π
σ(T 40 − T 4S)
∫ ∞
0
(I◦ν (T0)− I◦ν (TS))(1− exp(κν l))dν. (1.45)
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Figure 1.5 – E´missivite´ modifie´e d’une colonne homoge`ne isotherme a`
la tempe´rature T0 = 300 K du me´lange air/H2O/CO2 (XH2O = 0, 02,
XCO2 = 0, 001, T0 = 300 K et P = 1 atm) pour diffe´rentes longueur l.
La tempe´rature de shift est de TS = 299, 9 K. Comparaison entre le mode`le
ADF et l’approche raie par raie.
Son approximation par le mode`le ADF s’e´crit
εtot ≃
NADF∑
i=1
ai(1− exp(κil)). (1.46)
La figure 1.5 compare les e´missivite´s calcule´es avec le mode`le ADF pour
diffe´rentes longueurs l entre 0, 1 mm et 10 m avec les e´missivite´s calcule´es
par l’approche raie par raie pour le me´lange air/H2O/CO2 conside´re´. Les
e´carts obtenus sont infe´rieurs a` 1 %.
Les parame`tres κi et ai obtenus sont donne´s dans le tableau 1.2. La
tempe´rature TS du mode`le est fixe´e a` 299, 9 K. Les parame`tres resteront
valables pour des tempe´ratures de shift proches e´tant donne´ que le coeffi-
cient d’absorption est uniforme. Ils pourront e´galement eˆtre re´utilise´s pour
d’autres me´langes en modifiant les valeurs κi proportionnellement a` XH2O,
si le rapport XH2O/XCO2 reste constant.
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Table 1.2 – Parame`tres du mode`le ADF extraits a` partir de la fonction de
distribution cumule´e (figure 1.4) du me´lange air/H2O/CO2 (XH2O = 0, 02,
XCO2 = 0, 001, T0 = 300 K et P = 1 atm).
κi (m
−1) ai
5, 24807645× 10−6 4, 00010060× 10−1
9, 81747956× 10−4 4, 34007700× 10−2
2, 46603926× 10−3 7, 07250000× 10−2
6, 19441015× 10−3 6, 90137200× 10−2
1, 55596562× 10−2 7, 90771500× 10−2
3, 90840871× 10−2 8, 66007100× 10−2
9, 81747891× 10−2 8, 22948400× 10−2
2, 46603933× 10−1 6, 34657800× 10−2
6, 19441082× 10−1 4, 34745600× 10−2
1, 55596567 2, 91461900× 10−2
3, 90840911 1, 64320300× 10−2
9, 81748026 9, 85414000× 10−2
2, 46603959× 101 3, 95211000× 10−3
6, 19441104× 101 1, 19208000× 10−3
1, 55596582× 102 6, 10420000× 10−4
3, 90840927× 102 1, 65100000× 10−4
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Chapitre 2
Me´thodes nume´riques de
re´fe´rence
L
’e´tablissement de solutions nume´riques de re´fe´rence pour le couplage
entre la convection naturelle et le rayonnement en cavite´ cubique diffe´-
rentiellement chauffe´e exige le recours a` des me´thodes de re´solution pre´cises,
minimisant l’erreur d’approximation nume´rique.
Les e´quations aux de´rive´es partielles, de´terminant l’e´volution de la masse,
de la quantite´ de mouvement et de l’e´nergie du syste`me mate´riel, doivent
eˆtre re´solues sur un maillage spatio-temporel suffisamment fin pour cap-
ter toutes les e´chelles de variations. En re´gime instationnaire, on parle de
simulation nume´rique directe. Des sche´mas d’ordre e´leve´ pour l’approxima-
tion des ope´rateurs diffe´rentiels sont e´galement requis pour obtenir des solu-
tions nume´riques pre´cises. Les me´thodes spectrales font partie des me´thodes
d’ordre de pre´cision les plus e´leve´s pour l’approximation des gradients. Une
telle me´thode est adopte´e ici, associe´e a` un sche´ma temporel semi-implicite
d’ordre deux.
Concernant les transferts radiatifs, la me´thode de re´fe´rence est la me´-
thode de lancer de rayons, qui consiste en une discre´tisation rigoureuse de
l’e´quation de transfert sur les variables d’espace, de direction et de fre´quence.
La re´alisation de calculs couple´s instationnaires par cette approche n’est ce-
pendant pas envisageable avec une description a` haute re´solution spectrale
(raie par raie) des proprie´te´s radiatives. Seule la me´thode de Monte Carlo
permet de traiter cet aspect, mais les re´sultats obtenus pre´sentent des fluc-
tuations statistiques. La me´thode de lancer de rayons, associe´e au mode`le
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global de proprie´te´s radiatives pre´sente´ au chapitre pre´ce´dent (§ 1.3.2), et
la me´thode de Monte Carlo, associe´e a` une description raie par raie, ont
toutes deux e´te´ utilise´es pour le calcul des termes sources radiatifs dans le
bilan d’e´nergie et la condition aux limites des parois adiabatiques. La pre´-
sentation des deux me´thodes sera suivie d’une discussion visant a` identifier
la me´thode la plus ade´quate pour les simulations nume´riques couple´es.
2.1 Me´thode spectrale pour la convection natu-
relle
La re´solution nume´rique d’une e´quation aux de´rive´es partielles repose sur
une discre´tisation spatiale et temporelle et sur un sche´ma d’approximation
des ope´rateurs diffe´rentiels. Pour une me´thode de diffe´rences finies, l’erreur
commise sur l’approximation de la de´rive´e spatiale est de l’ordre de O(hN ),
ou` h est le pas de discre´tisation et N est l’ordre du sche´ma d’approximation
(lie´ au nombre de points implique´s dans le calcul de la de´rive´e). Pour dimi-
nuer l’erreur, deux solutions sont envisageables : diminuer h ou augmenter
N . En trois dimensions, diminuer le pas spatial d’un facteur 2 revient a` mul-
tiplier la taille du domaine et donc approximativement le temps de calcul par
8. Il est donc pre´fe´rable d’augmenter l’ordre du sche´ma d’approximation.
Les me´thodes spectrales permettent d’atteindre une pre´cision spatiale
e´leve´e a` un couˆt nume´rique raisonnable. Ces me´thodes supposent que la
solution recherche´e peut eˆtre repre´sente´e sur une base finie de fonctions
orthogonales. En projetant l’e´quation a` re´soudre sur cette base, on obtient
une e´quation d’e´volution pour les coefficients spectraux de la solution. La
base spectrale la plus connue est celle de Fourier (φk(x) = exp(ιkx), k ∈ N),
qui permet d’engendrer l’espace des fonctions pe´riodiques. Les coefficients de
Fourier des fonctions pe´riodiques de classe C∞ ont la proprie´te´ de de´croˆıtre
exponentiellement : en tronquant la repre´sentation spectrale a` l’ordre N ,
l’erreur commise est de l’ordre de O(exp(−N)). Les me´thodes spectrales
sont ne´anmoins restreintes aux ge´ome´tries simples. Une revue de´taille´e de
ces me´thodes pour la me´canique des fluides est donne´e par Canuto et al.
(2006a,b).
La me´thode nume´rique utilise´e ici est une me´thode spectrale de collo-
cation. L’e´quation aux de´rive´es partielles est re´solue dans l’espace physique
aux points de collocations, qui sont les points de quadrature utilise´s pour
e´valuer les coefficients spectraux. La repre´sentation spectrale est exploite´e
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pour calculer les termes diffe´rentiels. Un sche´ma d’approximation tempo-
rel d’ordre 2 est choisi et le couplage pression-vitesse est re´alise´ au moyen
d’une me´thode de projection. L’algorithme de re´solution est paralle´lise´ par
de´composition du domaine spatial. Le code informatique a e´te´ de´veloppe´ au
laboratoire LIMSI par Jalel Chergui, Shihe Xin et Patrick Le Que´re´.
2.1.1 Discre´tisation spatiale
Les fonctions de base conside´re´es pour la discre´tisation spatiale sont les
polynoˆmes de Chebyshev, adapte´s au de´veloppement de fonctions non pe´-
riodiques. Ils sont de´finis sur l’intervalle x ∈ [−1; 1] par
Tk(x) = cos(k cos−1(x)), k ∈ N. (2.1)
Les polynoˆmes de Chebyshev sont orthogonaux au sens du produit scalaire
(., .)w muni de la fonction poids w(x) = (
√
1− x2)−1
(Tk(x), Tp(x))w =
∫ 1
−1
Tk(x)Tp(x)w(x)dx = 0, k 6= p, (2.2)
et le carre´ de leur norme est e´gal a`
‖Tk(x)‖2w =
π
2
ck, (2.3)
ou` ck = 2 si k = 0 et ck = 1 si k ≥ 1. Les Tk(x) forment une base de l’espace
vectoriel L2w([−1; 1],R). Une fonction f appartenant a` cet espace peut se
de´composer selon
f(x) =
∞∑
k=0
fˇkTk(x), (2.4)
ou` fˇk sont les coefficients spectraux, projections de la fonction f sur les
polynoˆmes Tk(x)
fˇk =
2
πck
∫ 1
−1
f(x)Tk(x)w(x)dx. (2.5)
Me´thode de collocation
Les e´quations aux de´rive´es partielles a` re´soudre sont de type advection/diffusion
∂f
∂t
+ u
∂f
∂x
− ∂
2f
∂x2
= 0. (2.6)
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La me´thode de collocation consiste a` ve´rifier cette e´quation en un nombre
fini de points xi dans l’espace physique
∂fN
∂t
+ uN
∂fN
∂x
− ∂
2fN
∂x2
∣∣∣∣
x=xi
= 0. (2.7)
La solution approche´e fN peut eˆtre repre´sente´e sur une base tronque´e de
N + 1 polynoˆmes de Chebyshev
fN (xi) =
N∑
k=0
fˇkTk(xi). (2.8)
Si les xi sont les points de la quadrature de Gauss-Lobatto, les coefficients
spectraux sont calcule´s selon
fˇk =
2
πck
N∑
i=0
fN (xi)Tk(xi)wi, (2.9)
avec
xi = cos
(
iπ
N
)
, wi =
{
π/2N j = 0, N
π/N 1 6 j 6 N − 1. (2.10)
Les points de quadrature xi de´finissent le maillage de l’espace physique.
La re´partition spatiale des points en cosinus est raffine´e aux bords du do-
maine, ce qui est adapte´ aux gradients de tempe´rature et de vitesse dans la
couche limite proche des parois. L’ordre de troncature N de la repre´senta-
tion Chebyshev, e´gal aux nombres de points de quadrature, conditionne la
qualite´ de l’approximation spectrale. Les coefficients spectraux Chebyshev
posse`dent des proprie´te´s de convergence similaires aux coefficients Fourier.
En effet, la se´rie de Chebyshev est e´quivalente a` une se´rie de Fourier en
cosinus, si l’on utilise le changement de variable θ = cos−1(x).
Dans l’espace spectral, des relations simples permettent de calculer les
coefficients spectraux fˇ
(1)
k et fˇ
(2)
k des de´rive´es premie`re ∂f
N/∂x et seconde
∂2fN/∂x2
fˇ
(1)
k ≃
2
ck
N∑
p=k+1
p+k impair
pfˇp, (2.11)
28
2.1. ME´THODE SPECTRALE POUR LA CONVECTION NATURELLE
fˇ
(2)
k ≃
1
ck
N∑
p=k+2
p+k pair
p(p2 − k2)fˇp. (2.12)
Les termes de de´rivation spatiale premie`re et seconde apparaissant dans
l’e´quation (2.7) se calculent dans l’espace physique a` partir des relations
(2.11) et (2.12) et des relations de passage (2.8) et (2.9) entre espace phy-
sique et espace spectral.
Ge´ne´ralisation 3D
La de´composition spectrale est pre´sente´e dans les e´quations pre´ce´dentes se-
lon une dimension d’espace x pour des raisons de clarte´. Les de´veloppements
se ge´ne´ralisent ne´anmoins aux trois dimensions d’espace. Par exemple, les
e´quations (2.8) et (2.9) deviennent
fLMN (xi, yj , zk, t) =
L∑
l=0
M∑
m=0
N∑
n=0
fˇlmn(t)Tl(xi)Tm(yj)Tn(zk), (2.13)
fˇlmn(t) =
8
π3clcmcn
L∑
i=0
M∑
j=0
N∑
k=0
fLMN (xi, yj , zk, t)
× Tl(xi)Tm(yj)Tn(zk)wiwjwk. (2.14)
2.1.2 Discre´tisation temporelle
On s’inte´resse maintenant a` la discre´tisation du terme de de´rivation tempo-
relle dans l’e´quation d’advection/diffusion
∂f
∂t
+ u · ∇f −∇2f = 0. (2.15)
La discre´tisation par un sche´ma temporel explicite est la plus facile a` im-
ple´menter mais la stabilite´ nume´rique de ce type de sche´ma impose des pas
de temps δt tre`s petits. La contrainte de stabilite´ la plus forte provient du
terme de diffusion et s’e´crit aδt/δx2 < 1, si a est le coefficient de diffusion
et δx le pas d’espace (Le Que´re´ et Alziary de Roquefort, 1985). Pour une
discre´tisation spatiale Chebyshev, cette contrainte est particulie`rement se´-
ve`re puisque le temps critique est de l’ordre de O(C1/N4) pour un proble`me
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unidimensionnel si N est le nombre de polynoˆmes de Chebyshev et C1 une
constante (en effet, δxmin = 1 − cos(π/N) ≃ π2/(2N2)). Cette limitation
devient re´dhibitoire pour l’e´tude des re´gimes transitionnel et turbulent ou`
les temps d’inte´gration sont longs et les maillages fins (N grand).
Un sche´ma temporel semi-implicite d’ordre 2 est donc choisi. Il consiste
en un de´veloppement de type Euler-retarde´ (implicite) des termes de dif-
fusion et en un de´veloppement de type Adams-Bashforth (explicite) des
termes de convection (Vanel et al., 1986)
3fn+1 − 4fn + fn−1
2δt
+ 2(u · ∇f)n − (u · ∇f)n−1 −∇2fn+1 = 0, (2.16)
avec fn ≡ f(nδt). A` noter que le pas de temps critique pour un proble`me
d’advection discre´tise´ a` l’ordre 2 par un sche´ma d’Adams-Bashforth explicite
est de l’ordre de O(C2/N2), C2 e´tant une constante (Canuto et al., 2006a).
La contrainte de stabilite´ du sche´ma (2.16) est donc moins se´ve`re que pour
un proble`me de diffusion pur traite´ explicitement.
Ce type de discre´tisation conduit a` la re´solution d’une e´quation de Helm-
holtz pour la tempe´rature et pour chaque composante de la vitesse
fn+1 =
(
∇
2 − 3
2δt
)−1
Sn,n−1, (2.17)
ou` Sn,n−1 est le terme source de´fini par
Sn,n−1 = − 2
δt
fn +
1
2δt
fn−1 + 2(u · ∇f)n − (u · ∇f)n−1. (2.18)
L’inversion de l’ope´rateur de Helmholtz H ≡ ∇2 − 3/(2δt) s’effectue par
tridiagonalisation : dans chaque direction d’espace, on recherche les valeurs
propres et vecteurs propres de l’ope´rateur de de´rivation seconde. Cette tech-
nique est possible car l’ope´rateur de Helmholtz discre´tise´ en Chebyshev pos-
se`de des valeurs propres re´elles, distinctes et ne´gatives. Pour re´soudre l’e´qua-
tion (2.17), le terme source est projete´ dans la base des vecteurs propres,
le syste`me diagonal est re´solu et la solution est retourne´e dans l’espace de
de´part. Pour traiter les bords du domaine, on diagonalise les ope´rateurs de
de´rivation seconde re´duits (la premie`re et la dernie`re lignes sont e´limine´es) et
les conditions aux limites sont impose´es apre`s re´solution du syste`me re´duit.
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2.1.3 Couplage pression-vitesse
La re´solution couple´e des champs de pression et de vitesse est une diffi-
culte´ spe´cifique aux e´coulements a` bas nombre de Mach (Ma = uref/cS , cS
e´tant la vitesse du son). Dans le cas des e´coulements a` masse volumique
constante, le champ de pression n’est pas de´termine´ explicitement par une
e´quation d’e´tat. Le couple pression-vitesse doit simultane´ment ve´rifier le bi-
lan de quantite´ de mouvement (1.3) et le bilan de masse (1.2) imposant la
divergence du vecteur vitesse a` ze´ro. L’algorithme d’Uzawa propose une me´-
thode rigoureuse de couplage entre les champs de pression et de vitesse. Le
bilan de quantite´ de mouvement discre´tise´ en temps, s’e´crit sous la forme
d’une e´quation de Helmholtz dans laquelle le champ de pression est une
inconnue
Hun+1 −∇pn+1 = Sn,n−1. (2.19)
En exploitant la condition de divergence nulle du champ de vitesse, on peut
faire disparaˆıtre le champ de vitesse un+1 et e´crire une e´quation exacte pour
le champ de pression pn+1
pn+1 = −U−1(∇·H−1Sn,n−1), (2.20)
ou` U ≡ ∇·H−1∇ est l’ope´rateur d’Uzawa. Cependant, cet ope´rateur est
mal conditionne´ et son inversion est un proble`me nume´rique difficile. Une
alternative consiste a` prendre la divergence du bilan de quantite´ de mou-
vement et d’e´crire une e´quation de Poisson pour la pression. Le proble`me
consiste ensuite a` imposer des conditions aux limites pour la pression au
bord du domaine, ce qui peut eˆtre accompli avec la me´thode de la matrice
d’influence (Le Que´re´, 1991).
Le couˆt nume´rique de ces me´thodes devient prohibitif pour des ge´ome´-
tries tridimensionnelles. On fait alors appel a` une re´solution a` pas fractionne´s
(pression et vitesse ne sont pas e´value´s exactement au meˆme instant) appe-
le´e me´thode de projection (Xin et Le Que´re´, 2002). Cette me´thode consiste
a` calculer un champ de vitesse interme´diaire, de divergence non nulle, a`
partir du gradient de pression a` l’instant n. On ajoute ensuite au champ
de vitesse une correction de pression de telle sorte que le bilan de masse
soit satisfait. L’approximation re´alise´e est correcte pour des pas de temps δt
faibles. Cette contrainte sur le pas de temps est cependant moins se´ve`re que
la contrainte de stabilite´ du sche´ma semi-implicite. Des de´tails sur la pre´ci-
sion et la convergence de la me´thode sont donne´s par Achdou et Guermond
(2000).
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Algorithme de re´solution
L’algorithme complet de re´solution, en tenant compte de l’adimensionne-
ment des e´quations introduit au chapitre pre´ce´dent, comporte les e´tapes
suivantes :
1. Re´solution de l’e´quation de Helmholtz pour la tempe´rature (les trans-
ferts radiatifs sont pour l’instant ignore´s, voir § 2.3 pour leur prise en
compte).
T+n+1 =
(
∇
+2 − 3
√
Ra
2δt+
)−1
ST (2.21)
ST =
√
Ra
(
− 2
δt+
T+n +
1
2δt+
T+n−1
+ 2(u+ ·∇ T+)n − (u+ ·∇ T+)n−1
)
(2.22)
2. Re´solution de l’e´quation de Helmholtz pour le champ de vitesse a`
partir du champ de pression a` l’instant n. Le champ de vitesse obtenu
u+∗ n’est pas a` divergence nulle.
u+∗ =
(
∇
+2 − 3
√
Ra
2Prδt+
)−1
Su (2.23)
Su =
√
Ra
Pr
(
∇
+p+n −
2
δt+
u+n +
1
2δt+
u+n−1
+ 2((u+·∇+)u+)n − ((u+·∇+)u+)n−1
)
−
√
RaT+n+1z (2.24)
3. Calcul du champ de pression a` l’instant n+1 en imposant la contrainte
d’incompressibilite´ sur le champ de vitesse u+n+1 (l’ope´rateur laplacien
s’inverse de la meˆme fac¸on que l’ope´rateur de Helmholtz et le gradient
de pression est pris nul aux bords).
p+n+1 =
3
2δt+
(
∇
+2
)−1(
∇
+
·u+∗ +
2δt+
3
∇
+2p+n
)
(2.25)
4. Correction du champ de vitesse pour satisfaire le bilan de masse.
u+n+1 = u
+
∗ −
2δt+
3
∇
+(p+n+1 − p+n ) (2.26)
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Figure 2.1 – Principe de la paralle´lisation du code spectral par de´compo-
sition du domaine spatial dans la direction verticale. Chaque domaine est
ici discre´tise´ en 81 points de Gauss-Lobatto selon x et 21 points de Gauss-
Lobatto selon z (la direction y suit la meˆme discre´tisation que la direction
x). La re´solution nume´rique dans chaque domaine spatial i est assure´e par
le processeur Pi.
2.1.4 Paralle´lisation
Pour e´tudier les e´coulements de convection naturelle a` haut nombre de Ray-
leigh, une imple´mentation paralle`le du code de calcul s’impose car d’une part
les re´solutions temporelles et spatiales requises sont de plus en plus fines a`
mesure que le nombre de Rayleigh augmente et d’autre part l’inte´gration
temporelle doit eˆtre suffisamment longue pour obtenir des solutions statis-
tiquement stationnaires.
La paralle´lisation par de´composition du domaine spatial selon la direc-
tion verticale est adopte´e. La cavite´ cubique est divise´e en blocs identiques
de taille L×L×(L/Np),Np e´tant le nombre de processeurs et chaque bloc est
discre´tise´ par les points de Gauss-Lobatto dans chaque direction d’espace,
comme repre´sente´ figure 2.1. Le choix de la direction verticale est inte´ressant
car, lorsque le nombre de Rayleigh augmente, le de´collement de la couche
limite verticale se produit de plus en plus en amont et la re´solution verticale
doit eˆtre augmente´e au cœur de la cavite´. Un maillage Gauss-Lobatto de
chaque bloc est donc plus favorable qu’un maillage Gauss-Lobatto unique
car pour un meˆme nombre total de points, le pas d’espace moyen est plus
faible. L’efficacite´ de la paralle´lisation est limite´e par l’ordre du de´veloppe-
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ment Chebyshev de chaque bloc selon la direction verticale, qui ne peut pas
eˆtre trop bas (on utilise au minimum une vingtaine de points).
La re´solution des e´quations de Helmholtz dans un sous domaine est cou-
ple´e a` celle des domaines voisins a` travers les conditions aux limites. La
continuite´ des variables et de leurs de´rive´es doit eˆtre assure´e aux interfaces.
Pour de´coupler les proble`mes, on adopte une proce´dure en deux ite´rations.
Les e´quations de Helmholtz sont re´solues une premie`re fois en imposant aux
interfaces des valeurs estime´es. La me´thode du comple´ment de Schur (Ca-
nuto et al., 2006b) est ensuite utilise´e pour calculer les valeurs des variables
aux interfaces. Les e´quations de Helmholtz sont re´solues a` nouveau en im-
posant les valeurs pre´cises aux interfaces et les solutions obtenues ve´rifient
a` la fois la continuite´ des variables et la continuite´ de leurs de´rive´es (Xin
et al., 2008).
2.1.5 Validation
Re´gime stationnaire
Le code paralle`le spectral a e´te´ valide´ par comparaison avec les re´sultats
de Tric et al. (2000) pour des e´coulements stationnaires en cavite´ cubique
remplie d’air (Pr = 0, 71) a` Ra = 105, Ra = 106 et Ra = 107. Tric
et al. (2000) utilisent un code spectral Chebyshev se´quentiel et une me´thode
de projection-diffusion pour le couplage pression-vitesse. Leur domaine est
maille´ par 813 points de Gauss-Lobatto pour Ra = 105 et Ra = 106 et par
1013 points de Gauss-Lobatto pour Ra = 107. Leur pas de temps est tel que
δta/L2 = 4 × 10−5. Concernant les pre´sents calculs, le domaine est maille´
par 81×81×(4×21) points de Gauss-Lobatto (81 points dans les directions
x et y, 21 points dans la direction z pour chacun des quatre processeurs).
Le pas de temps est δt+ = 2 × 10−3 pour Ra = 105 et 106 et δt+ = 10−3
pour Ra = 107.
Le tableau 2.1 compare le maximum des trois composantes de la vitesse,
le nombre de Nusselt Nump moyenne´ selon la ligne x
+ = 0 et y+ = 0, 5 et
le nombre de Nusselt Nu3D moyenne´ sur le plan x
+ = 0. Un bon accord est
obtenu pour chaque quantite´ compare´e, les diffe´rences restent infe´rieures a`
0, 5 %.
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Table 2.1 – Comparaison entre les re´sultats obtenus avec le code spectral
et les calculs de Tric et al. (2000). Maximum des trois composantes de la
vitesse, nombre de Nusselt Nump moyenne´ sur une ligne x
+=0 et y+=0,5 et
nombre de Nusselt Nu3D moyenne´ sur la paroi chaude x
+=0.
Ra = 105 Ra = 106
Code spectral Tric et al. Code spectral Tric et al.
u+1 max 0,13859 0,13884 0,12664 0,12697
u+2 max 0,03065 0,03067 0,02550 0,02557
u+3 max 0,22411 0,22474 0,23627 0,23672
Nump 4,6117 4,6127 8,8743 8,8771
Nu3D 4,3360 4,3370 8,6381 8,6407
Ra = 107
Code spectral Tric et al.
u+1 max 0,12090 0,12138
u+2 max 0,02627 0,02637
u+3 max 0,24168 0,24291
Nump 16,5433 16,5477
Nu3D 16,3386 16,3427
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Re´gime instationnaire
Une seconde validation a e´te´ mene´e en confrontant les re´sultats du code
spectral aux re´sultats de Trias et al. (2007, 2010a,b) en re´gime instation-
naire, dans une cavite´ de rapport de forme Lz/Lx = 4, Ly/Lx = 1, remplie
d’air (Pr = 0, 71) et a` un nombre de Rayleigh base´ sur la hauteur de la
cavite´ RaLz = 2 × 109. Les parois haute et basse de la cavite´ sont adia-
batiques et la pe´riodicite´ des champs de tempe´rature, pression et vitesse
est impose´e dans la direction y. Trias et al. (2007, 2010a,b) utilisent une
me´thode de volumes finis, un sche´ma temporel explicite et une me´thode de
projection pour le couplage pression-vitesse. Leur re´solution spatiale est de
144 × 64 × 318 points (maillage re´gulier dans la direction y, maillage base´
sur une fonction tangente hyperbolique dans les directions x et z) et leur
pas de temps est e´gal a` δt+ = 1, 27× 10−3. Concernant les pre´sents calculs,
le domaine est maille´ par 161 × 81 × (8 × 41) points (un de´veloppement
spectral en Fourier est utilise´ dans la direction y) et le pas de temps est
δt+ = 5× 10−4. Les re´sultats sont moyenne´s statistiquement 〈·〉 en moyen-
nant selon le temps (∆t+ = 420 ici et ∆t+ = 550 pour Trias et al.), selon
la direction y et selon la syme´trie centrale 2D par rapport au point central
(x+; z+) = (0, 125; 0, 5).
Le tableau 2.2 compare le nombre de Nusselt moyen, le maximum de
l’e´cart type du nombre de Nusselt, la tempe´rature moyenne de la paroi
haute, la stratification thermique au cœur de la cavite´, le maximum de u+1
dans le plan vertical a` mi-largeur, le maximum de u+3 dans le plan horizon-
tal a` mi-hauteur, et enfin le taux de pseudo-dissipation d’e´nergie cine´tique
turbulente moyenne´ sur l’ensemble du volume. Pour chacune de ces quanti-
te´s, les e´carts ne de´passent pas 1, 5 %. La figure 2.2 compare des profils de
l’e´nergie cine´tique turbulente, de la pseudo-dissipation, du nombre Nusselt
et de l’e´cart type du nombre de Nusselt. Une nouvelle fois, les e´carts sont
faibles et peuvent eˆtre attribue´s aux diffe´rences de me´thode nume´rique, de
re´solution temporelle et spatiale et de temps d’inte´gration.
2.2 Transferts radiatifs
La re´solution nume´rique de l’e´quation de transfert radiatif le long d’un trajet
optique se re´sume a` un calcul d’inte´grales spatiales (e´quation (1.13)) pour
un milieu non diffusant. Pour calculer la puissance volumique ainsi que les
flux aux parois intervenant dans les e´quations (1.4) et (1.8), ce calcul doit
36
2.2. TRANSFERTS RADIATIFS
Table 2.2 – Comparaison entre les re´sultats obtenus avec le code spectral et
les calculs de re´fe´rence de Trias et al. (2007, 2010a,b) a` Ra = 2×109. Nombre
de Nusselt moyen, maximum de l’e´cart type du nombre de Nusselt, tempe´ra-
ture moyenne de la paroi haute, stratification thermique 〈S〉 = ∂ 〈T+〉 /∂z+
au cœur de la cavite´, maximum de u+1 dans un plan vertical a` mi-largeur,
maximum de u+3 dans un plan horizontal a` mi-hauteur et pseudo-dissipation
d’e´nergie cine´tique turbulente moyenne´e sur l’ensemble du volume.
Code spectral Trias et al.
〈Nu〉 66,55 66,63
σ(Nu)max(z
+) 11,09 10,92
〈T+〉haut 0,389 0,391
〈S〉 1,02 1,01〈
u+1
〉
max
(x+ = 0, 125, z+) 1,78×10−2 1,76×10−2〈
u+3
〉
max
(x+, z+ = 0, 5) 2,22×10−1 2,22×10−1
Pr/
√
Ra
〈
(∂u+′i /∂x
+
i )
2
〉
7,96×10−5 8,08×10−5
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Figure 2.2 – A` gauche : e´nergie cine´tique turbulente 0.5
〈
u+′i u
+′
i
〉
(en bleu)
et pseudo-dissipation
〈
(∂u+′i /∂x
+
i )
2
〉
(en rouge) a` z+ = 0, 8. A` droite :
nombre de Nusselt (en bleu) et son e´cart type (en rouge) sur la paroi chaude
x+ = 0. Les re´sultats du code spectral en traits pleins sont compare´s aux
re´sultats de Trias et al. (2007, 2010a,b) en pointille´s.
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eˆtre mene´ en chaque point du domaine r, dans chaque direction Ω, pour
chaque fre´quence ν et doit eˆtre re´pe´te´ dans le temps a` mesure que le champ
de tempe´rature e´volue.
Le couˆt e´leve´ du calcul nume´rique des transferts radiatifs a encourage´ le
de´veloppement de me´thodes approche´es, simplifiant la de´pendance fre´quen-
tielle (cet aspect a e´te´ pre´ce´demment discute´, voir § 1.3) et directionnelle
de la luminance. La me´thode PN , base´e sur un de´veloppement a` l’ordre N
de la luminance sur une base d’harmoniques sphe´riques, permet d’obtenir
un jeu d’e´quations diffe´rentielles qui ne de´pendent plus de la direction de
propagation. Plus l’ordre du de´veloppement est e´leve´, plus la me´thode est
pre´cise mais plus il y a d’e´quations a` re´soudre. Les me´thodes de bas ordre
(P1 et P3) sont les plus pratique´es mais n’apportent des re´sultats pre´cis que
dans le cas de milieux optiquement e´pais (κνL >> 1). La me´thode des or-
donne´es discre`tes est une autre approche qui consiste a` re´aliser l’inte´gration
directionnelle au moyen d’une quadrature. La discre´tisation grossie`re de l’es-
pace des directions, permet de re´duire le couˆt du calcul mais conduit a` des
impre´cisions sur de longs trajets optiques. Des de´tails concernant ces me´-
thodes sont donne´s dans les ouvrages de re´fe´rence consacre´s au rayonnement
thermique (Siegel et Howell, 2002; Modest, 2003).
Les me´thodes de re´fe´rence pour le calcul du transfert radiatif, attei-
gnant des niveaux de pre´cision comparables aux me´thodes spectrales pour
la me´canique des fluides, sont ne´anmoins praticables aujourd’hui graˆce aux
progre`s de l’informatique. Deux me´thodes de re´fe´rence ont e´te´ de´veloppe´es
dans ces travaux. La premie`re est la me´thode de Monte Carlo, me´thode
de re´solution statistique qui permettra ici de tenir compte des proprie´te´s
radiatives raie par raie. La seconde est la me´thode de lancer de rayons, me´-
thode de re´solution de´terministe qui ne pourra eˆtre applique´e que combine´e
avec un mode`le approche´ des proprie´te´s radiatives. Avant de pre´senter et de
discuter ces me´thodes, une nouvelle formulation de l’e´quation de transfert
radiatif est introduite afin de s’adapter aux faibles gradients de tempe´rature
rencontre´s dans la cavite´.
2.2.1 Formulation de l’e´quation de transfert en milieu quasi-
isotherme
La puissance volumique radiative et le flux radiatif aux parois apparaissent
comme la diffe´rence de deux termes d’e´mission et d’absorption qui sont
calcule´s se´pare´ment dans les me´thodes standards de Monte Carlo ou de
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lancer de rayons. Dans les milieux quasi-isothermes, les puissances e´mises et
absorbe´es sont tre`s grandes devant les puissances nettes e´change´es, ce qui
entraˆıne des impre´cisions nume´riques. Pour accroˆıtre fictivement les e´carts
entre puissances e´mises et absorbe´es, on introduit la transformation suivante
Iν(r,Ω) = Iν(r,Ω)− I◦ν (TS), (2.27)
ou` Iν(r,Ω) est la luminance modifie´e qui s’obtient en retranchant a` la lumi-
nance Iν(r,Ω) la luminance d’e´quilibre a` la tempe´rature de shift TS , tempe´-
rature le´ge`rement infe´rieure ou e´gale a` la tempe´rature minimale rencontre´e
dans le milieu. De la meˆme fac¸on, on introduit la luminance d’e´quilibre
modifie´e par la relation
I◦ν (r) = I◦ν (r)− I◦ν (TS). (2.28)
La luminance d’e´quilibre a` la tempe´rature TS e´tant une constante, cette
transformation ne modifie pas la forme de l’e´quation de transfert radiatif
qui de´pend line´airement de la luminance
Ω ·∇ Iν(r,Ω) = κν(r)(I◦ν (T (r))− Iν(r,Ω)), (2.29)
ni la forme de la condition aux limites associe´e, dans le cas de parois diffuses
Iν(rp) = εν(rp)I◦ν (T (rp))+
1− εν(rp)
π
∫
Ω′·n<0
Iν(rp,Ω′)|Ω′·n|dΩ′. (2.30)
L’application du the´ore`me de superposition montre que le syste`me (1.12)-
(1.14) est e´quivalent au syste`me (2.29)-(2.30). Les expressions des puissances
nettes e´change´es, volumiques ou surfaciques, sont e´galement conserve´es
∇ · qR(r) = 4π
∫ ∞
0
κν(r)I◦ν (T (r))dν
−
∫ ∞
0
∫ 4π
0
κν(r)Iν(r,Ω)dΩdν, (2.31)
qR ·n (rp) = π
∫ ∞
0
εν(rp)I◦ν (T (rp))dν
−
∫ ∞
0
εν(rp)
∫
Ω′·n<0
Iν(rp,Ω′)|Ω′ · n|dΩ′dν. (2.32)
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Les puissances e´mises et absorbe´es sont ainsi du meˆme ordre de grandeur que
les puissances nettes. Les e´quations du transfert radiatif restant strictement
similaires a` celles introduites au chapitre pre´ce´dent, la me´thode de Monte
Carlo ou la me´thode de lancer de rayons peuvent eˆtre employe´es avec cette
nouvelle formulation.
2.2.2 Me´thode de Monte Carlo
La me´thode de Monte Carlo est une me´thode statistique de re´solution de
l’e´quation de transfert radiatif. Elle consiste a` simuler l’e´mission de paquets
d’e´nergie et a` suivre leur propagation dans le domaine : leur extinction
par absorption et e´ventuellement leur re´flexion s’ils atteignent une paroi.
Chaque tir de paquet est une expe´rience ale´atoire. Le point d’e´mission, la
direction et la fre´quence des paquets d’e´nergie sont choisis a` partir d’une
loi de probabilite´ de telle sorte que l’e´mission de´terministe soit reproduite
pour un grand nombre de tirs. En suivant l’absorption de ces paquets, on
estime un champ de puissance absorbe´e qui converge statistiquement vers
le champ de puissance absorbe´e exact pour un grand nombre de tirs.
La me´thode de Monte Carlo est couˆteuse en termes de temps de calcul
mais est particulie`rement recommande´e pour des proble`mes de transferts ra-
diatifs complexes (ge´ome´tries tridimensionnelles, milieux diffusant, spectre
d’absorption de gaz a` haute re´solution) ou` elle devient plus efficace que les
me´thodes de´terministes. Dans le cas pre´sent, la me´thode de Monte Carlo
permet de tenir compte du spectre d’absorption raie par raie du me´lange
air/H2O/CO2.
Simulation statistique de l’e´mission
Le domaine de calcul (gaz et parois) est discre´tise´ en mailles (volumiques et
surfaciques) isothermes et de coefficient d’absorption uniforme. Si Ntirs est
le nombre total de paquets e´mis dans le domaine, le nombre de paquets e´mis
par la maille i est choisi au prorata de son e´mission soit Ntirs × (P ei /P etot),
avec P ei la puissance e´mise (en Watts) par la maille i (volumique ou surfa-
cique) et P etot =
∑
i P
e
i . Ainsi, chaque paquet e´met la meˆme e´nergie q. On
utilise les luminances modifie´es Iν et I◦ν en imposant la tempe´rature de shift
e´gale a` la tempe´rature minimale du milieu, soit TS = Tmin. Ainsi, une maille
a` la tempe´rature Tmin aura une e´mission nulle.
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E´mission volumique. Le ratio entre l’e´mission e´le´mentaire dP ei et l’e´mis-
sion P ei de la maille volumique i
dP ei
P ei
=
κν,iI◦ν (Ti)dν∫∞
0 κν,iI◦ν (Ti)dν
dΩ
4π
dr
Vi
, (2.33)
correspond a` une densite´ de probabilite´ fonction de trois variables inde´pen-
dantes : la position r, la direction Ω, et la fre´quence ν. L’e´quation (2.33)
permet de de´terminer ces trois variables a` partir de six nombres ale´atoires
a` densite´ de probabilite´ uniforme, tire´s entre 0 et 1.
Tout d’abord, les coordonne´es du point d’e´mission dans la maille sont
choisis de fac¸on e´quiprobable selon les trois coordonne´es de l’espace. Ensuite,
pour de´terminer la direction de propagation, on choisit les angles ze´nithal
ϑ et azimutal ϕ autour de l’axe z de´finis par
Ω = sinϑ cosϕx+ sinϑ sinϕy + cosϑ z. (2.34)
Si Ω est l’angle solide associe´ a` la direction Ω, les densite´s de probabilite´
pour ϑ et ϕ s’obtiennent par la relation
dΩ
4π
=
sinϑdϑ
2
dϕ
2π
, (2.35)
d’ou` l’on de´duit les fonctions de distribution cumule´es
R(ϑ) =
1− cosϑ
2
, ϑ ∈ [0;π], R(ϕ) = ϕ
2π
, ϕ ∈ [0; 2π]. (2.36)
Ces relations sont inverse´es pour obtenir ϑ et ϕ a` partir d’un nombre R
tire´ ale´atoirement de fac¸on uniforme entre 0 et 1. Enfin, pour de´terminer la
fre´quence ν, on utilise la fonction de distribution cumule´e calcule´e aux condi-
tions de re´fe´rence indice´es 0 (tempe´rature moyenne, composition moyenne)
et non aux conditions de la maille i, a` partir d’un spectre raie par raie
R(ν) =
∫ ν
0 κν′,0I◦ν′(T0)dν ′∫∞
0 κν′,0I◦ν′(T0)dν ′
, (2.37)
afin d’e´viter le stockage de la fonction R(ν) a` haute re´solution spectrale en
fonction de la tempe´rature et de la composition. De manie`re a` pre´server la
distribution spectrale exacte de l’e´nergie e´mise par les paquets, on corrige
l’e´nergie q par un facteur fν de´fini par
fν =
κν,iI◦ν (Ti)
κν,0I◦ν (T0)
∫∞
0 κν′,0I◦ν′(T0)dν ′∫∞
0 κν′,iI◦ν′(Ti)dν ′
. (2.38)
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Figure 2.3 – A` gauche : fonction de distribution cumule´e de la fre´quence
ν (e´quation (2.37)) a` partir des luminances modifie´es I◦ν (T0) (trait plein)
et des luminances re´elles I◦ν (T0) (trait pointille´). A` droite : temps CPU de
calcul du code Monte Carlo en fonction du nombre de points pre´-tabule´s
pour acce´le´rer l’inversion de la fonction de distribution cumule´e R(ν).
La fonction de distribution cumule´e associe´e au spectre raie par raie de
la figure 1.3 (T0 = 300 K, XH2O = 0, 02, XCO2 = 0, 001) est repre´sente´e sur
la figure 2.3 a` partir des luminances modifie´es I◦ν (T0) et aussi a` partir des
luminances re´elles I◦ν (T0). On note que le changement de variable de´fini par
l’e´quation (2.28), modifie la distribution spectrale de l’e´mission et renforce
la contribution des hauts nombres d’onde. La recherche de la fre´quence ν
a` partir d’un nombre R tire´ ale´atoirement entre 0 et 1, est nume´riquement
couˆteuse car la fonction de distribution cumule´e se compose de milliers de
points spectraux. Pour acce´le´rer la recherche, une tabulation de la fonction
de distribution cumule´e est imple´mente´e pour Nt valeurs de R re´gulie`re-
ment espace´es. Une premie`re recherche est entreprise parmi les Nt valeurs
pre´-calcule´es ν(R), puis une seconde recherche plus fine est effectue´e dans
l’intervalle pertinent. La figure 2.3 montre la diminution du temps de calcul
en fonction du nombre de points tabule´s. Pour Nt = 100, on atteint une va-
leur asymptotique, ce qui signifie que la de´termination de la fre´quence n’est
plus une e´tape limitante. Le temps de calcul total est divise´ d’un facteur 5
et le temps de calcul ne´cessaire a` la de´termination de la fre´quence est divise´
d’un facteur 50.
E´mission surfacique. Le ratio entre l’e´mission e´le´mentaire dP ei et l’e´mis-
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sion P ei de la maille surfacique i, dans le cas de parois grises
dP ei
P ei
=
εiI◦ν (Ti)dν
εiσ(T 4i − T 4S)/π
Ω′ ·n dΩ′
π
drp
Si
, (2.39)
correspond a` une densite´ de probabilite´ permettant de de´finir le point d’e´mis-
sion rp, la directionΩ
′ (telle queΩ′·n > 0) et la fre´quence ν pour les paquets
d’e´nergie e´mis depuis les parois.
Les deux coordonne´es du point d’e´mission dans la maille sont choisis de
fac¸on e´quiprobable dans chaque direction d’espace. Les angles azimutal et
ze´nithal, de´finis autour de la normale a` la paroi n, sont de´termine´s a` partir
de la densite´ de probabilite´
cosϑdΩ′
π
=
cosϑ sinϑdϑ
1
2
dϕ
2π
, (2.40)
d’ou` l’on de´duit les fonctions de distribution cumule´es
R(ϑ) = sin2 ϑ, ϑ ∈
[
0;
π
2
]
, R(ϕ) =
ϕ
2π
, ϕ ∈ [0; 2π]. (2.41)
La fre´quence est de´termine´e a` partir de la fonction de distribution cumule´e
de´finie a` la tempe´rature de la maille Ti par
R(ν) =
∫ ν
0 I◦ν (Ti)dν
σ(T 4i − T 4S)/π
. (2.42)
En pratique, on tire ale´atoirement la fre´quence a` la tempe´rature T0, ν(T0),
pour e´viter le stockage de la fonction R(ν) en fonction de la tempe´rature.
On exploite ensuite l’expression de la fonction de Planck pour calculer ν(Ti)
selon ν(Ti) = ν(T0)Ti/T0. Cette relation n’est pas rigoureuse lorsque l’on
utilise les luminances modifie´es mais n’a qu’une incidence mineure sur les
re´sultats.
Traitement de l’absorption et de la re´ﬂexion
La probabilite´ qu’un photon de fre´quence ν, se propageant dans une direc-
tion Ω, soit absorbe´ entre les abscisses curvilignes s et s+ds (s = 0 e´tant le
point d’e´mission) est e´gale a` κν(s) exp(−
∫ s
0 κν(s
′)ds′)ds. En tirant unifor-
me´ment un nombre ale´atoire entre 0 et 1, on peut de´terminer une longueur
d’extinction par absorption l
R(l) = 1− exp
(
−
∫ l
0
κν(s)ds
)
, (2.43)
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pour les paquets d’e´nergie e´mis au point r ou rp depuis une maille volu-
mique ou surfacique. Un calcul d’intersection permet de de´terminer la maille
atteinte par le rayon de longueur l, trace´ depuis le point d’e´mission dans
la direction Ω, et d’y de´poser l’inte´gralite´ de l’e´nergie transporte´e par le
paquet.
Cette approche probabiliste de l’absorption n’est cependant pas adop-
te´e ici. Un traitement de´terministe de l’absorption, connu pour acce´le´rer la
convergence des calculs, est pre´fe´re´. L’e´nergie du paquet est atte´nue´e conti-
nuˆment dans chaque maille traverse´e par le rayon, trace´ depuis le point
d’e´mission r dans la direction Ω. L’e´nergie qj absorbe´e par la j
eme maille
traverse´e est e´gale a` l’e´nergie du paquet multiplie´e par l’absorptivite´ de la
maille j et par la transmittivite´ du trajet optique entre le point d’e´mission
et le point d’intersection avec la maille j, soit
qj = q(1− exp(−κν,jlj))
j−1∏
k=1
exp(−κν,klk). (2.44)
La propagation du rayon dans le maillage et le calcul des longueurs
lk sont assure´s par des calculs d’intersection exacts entre le rayon d’e´qua-
tion (2.34) et le maillage carte´sien. A` partir d’un point d’e´mission quel-
conque situe´ dans la maille volumique j, on calcule la distance signe´e entre
le point et les six plans correspondants aux six faces de la maille j. La plus
petite distance strictement positive correspond a` la face de la maille inter-
cepte´e par le rayon et les coordonne´es du point d’intersection se de´duisent
imme´diatement. Cet algorithme est re´pe´te´ pour propager le rayon jusqu’a`
ce que son e´nergie devienne infe´rieure a` 10−4q. Le re´sidu est inte´gralement
de´pose´ dans la maille suivante de fac¸on a` conserver l’e´nergie totale.
Lorsque le rayon atteint une paroi, l’e´nergie qj′ absorbe´e par la maille
surfacique j′ est e´gale a`
qj′ = q εj′
j′−1∏
k=1
exp(−κν,klk). (2.45)
Si la paroi n’est pas noire, la propagation du rayon se poursuit en tirant
ale´atoirement une direction de re´flexion selon les relations (2.41). E´tant
donne´ que l’on conside`re des parois diffuses, la direction du rayon re´fle´chi
est inde´pendante de la direction du rayon incident.
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Estimation du re´sultat et de l’erreur
Chaque tir Monte Carlo est une expe´rience ale´atoire dont le re´sultat est la
puissance absorbe´e par les mailles traverse´es par le rayon e´mis depuis une
maille i. La puissance absorbe´e P aj par la maille j est une variable ale´atoire
continue, d’espe´rance m et de variance σ2, qui prend des valeurs comprises
entre 0 et P etot si la puissance e´mise lors du tir est q = P
e
tot. En re´alisant
Ntirs expe´riences, on peut estimer la puissance absorbe´e m en calculant la
moyenne arithme´tique
m∗ =
1
Ntirs
Ntirs∑
t=1
P aj,t. (2.46)
m∗ est un estimateur non biaise´ de la puissance absorbe´e, d’espe´rance m et
de variance σ2/Ntirs. En estimant m par m
∗, l’erreur commise tend vers 0
quand le nombre de tirs tend vers l’infini : l’e´cart quadratique de´croit en
N−1tirs et l’e´cart type de´croit en N
−1/2
tirs . Pour diviser l’e´cart type par 10, il
faut multiplier le nombre de tirs (et donc le temps de calcul) par 100. Pour
estimer de fac¸on non biaise´e la variance σ2, on utilise la variance empirique
σ∗2 =
1
Ntirs − 1
Ntirs∑
t=1
(P aj,t −m∗)2. (2.47)
On peut ensuite estimer l’e´cart type statistique du re´sultat Monte Carlo
par σ∗/
√
Ntirs. Chaque tir e´tant inde´pendant des autres, le the´ore`me cen-
tral limite indique que la somme des re´sultats suit une loi Gaussienne. La
probabilite´ que la valeur exacte de la puissance absorbe´e dans la maille j
soit comprise dans l’intervalle m∗ ± σ∗/√Ntirs est de 68 %.
L’inde´pendance des tirs permet d’imple´menter facilement l’algorithme
Monte Carlo de manie`re paralle`le, sur Np processeurs. Chaque processeur
re´alise un nombre de tirs Ntirs/Np et fournit un re´sultat partiel P
a
j,p en
moyennant sur l’ensemble de ses tirs. Le re´sultat final est ensuite estime´
selon
m∗ =
1
Np
Np∑
p=1
P aj,p, (2.48)
et l’e´cart type statistique du re´sultat Monte Carlo selon
σ∗√
Np
=
√√√√ 1
Np
1
Np − 1
Np∑
p=1
(P aj,p −m∗)2. (2.49)
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A` noter que les estimations donne´es par les e´quations (2.47) et (2.49) ne
sont pas rigoureusement e´quivalentes.
Eﬃcacite´ de l’algorithme
L’utilisation des luminances modifie´es Iν et I◦ν au lieu des luminances re´elles
Iν et I
◦
ν dans l’algorithme Monte Carlo acce´le`re fortement la convergence
des calculs dans des situations quasi-isothermes. Des calculs de transferts
radiatifs, mene´s a` partir d’un champ de tempe´rature prescrit issu d’un cal-
cul couple´ en cavite´ diffe´rentiellement chauffe´e, ont montre´ que le temps de
calcul est diminue´ d’un facteur (T0/∆T )
2 pour un meˆme niveau de conver-
gence. L’algorithme de´veloppe´ dans ces travaux a e´galement e´te´ confronte´
aux algorithmes Monte Carlo re´ciproques de Tesse´ et al. (2002), eux aussi
adapte´s aux faibles gradients de tempe´rature : a` nombre de tirs fixe´, des
re´sultats plus pre´cis ont e´te´ obtenus ici pour les flux aux parois mais des
re´sultats moins pre´cis ont e´te´ obtenus pour les puissances volumiques.
L’ensemble de ces re´sultats est reporte´ en de´tail dans l’annexe C.
2.2.3 Me´thode de lancer de rayons
La me´thode de lancer de rayons repose sur une discre´tisation de la solution
de l’e´quation de transfert radiatif le long d’un trajet optique d’e´quation
r′ = rp + s′Ω, allant d’un point r′ = rp (s′ = 0) au bord du domaine
jusqu’a` un point r′ = r (s′ = s)
Iν(r,Ω) =
∫ s
0
κν(r
′)I◦ν (T (r′)) exp
(
−
∫ s
s′
κν(s
′′)ds′′
)
ds′
+ Iν(rp) exp
(
−
∫ s
0
κν(s
′)ds′
)
. (2.50)
Une fine discre´tisation spatiale, angulaire et fre´quentielle permet de calculer
le champ de luminance Iν(r,Ω) et les termes sources (2.31) et (2.32). Dans le
cas de parois non noires, la luminance partante de la paroi Ipν (rp) donne´e par
l’e´quation (2.30) de´pend du champ de luminance incident Iν(rp,Ω′),Ω′·n <
0, de´termine´ par l’e´quation (2.50), ce qui rend implicite la re´solution du
proble`me. Les champs de luminance incidente Iν(rp,Ω′) et partante Ipν (rp)
sont calcule´s ite´rativement a` partir des relations (2.50) et (2.30) jusqu’a`
la convergence. Le temps de calcul de la me´thode de lancer de rayons est
proportionnel au nombre de points de discre´tisation spatiale, directionnelle
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et fre´quentielle, et au nombre moyen de cellules croise´es lors du trace´ d’un
rayon, ce qui contraint fortement son utilisation. Pour les pre´sents travaux,
la me´thode de lancer de rayons n’a pu eˆtre utilise´e que combine´e avec le
mode`le spectral ADF pre´sente´ au chapitre pre´ce´dent, ce qui a permis de
diminuer la discre´tisation du spectre du me´lange air/H2O/CO2 de 160 000
points avec l’approche raie par raie a` 16 points avec l’approche ADF.
La me´thode de lancer de rayons est imple´mente´e en imposant la tempe´-
rature de shift le´ge`rement infe´rieure a` la tempe´rature minimale du milieu,
pour les luminances modifie´es Iν et I◦ν , de manie`re a` conserver des lumi-
nances strictement positives (ce crite`re est requis pour le calcul ite´ratif des
luminances partantes des parois).
Discre´tisation spatiale
Le domaine de calcul (gaz et parois) est discre´tise´ en mailles (volumique
et surfacique) isothermes et de coefficient d’absorption uniforme, depuis
lesquelles est trace´ un grand nombre de rayons. Le champ de luminance, la
puissance volumique et le flux surfacique aux parois sont calcule´s au centre
des mailles.
L’e´quation (2.50) discre´tise´e le long d’un rayon arrivant au point ri dans
une direction Ω s’e´crit
Iν(ri,Ω) =
Nk∑
j=1
[
I◦ν (T (rj))(1− exp(−κν,jlj))
j−1∏
k=1
exp(−κν,klk)
]
+ Iν(rp,Nk+1)
Nk∏
k=1
exp(−κν,klk). (2.51)
La de´termination desNk cellules traverse´es et des longueurs lk est re´alise´e au
moyen de calculs d’intersections exacts entre le rayon et le maillage carte´sien,
comme pour le code de Monte Carlo. La luminance partante Ipν (rp,Nk+1)
est suppose´e constante sur la maille surfacique Nk + 1 qui contient le point
(rp).
Le pas de discre´tisation spatiale δx doit ve´rifier un double crite`re. Il doit
eˆtre suffisamment petit pour supposer les mailles isothermes et pour limi-
ter l’e´paisseur optique des mailles κδx, car plus le milieu est optiquement
e´pais, plus le champ de luminance est sensible a` de faibles variations de
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tempe´rature. Des tests de raffinement de maillage ont montre´ que la pre´ci-
sion des calculs e´tait maintenue jusqu’a` des e´paisseurs optiques de maille de
l’ordre de l’unite´. Pour des e´paisseurs optiques de maille supe´rieures, une
interpolation de la tempe´rature entre les mailles est ne´cessaire.
Discre´tisation angulaire
La direction Ω d’un rayon issu du centre d’une maille volumique est de´finie
par son angle ze´nithal ϑ et azimutal ϕ autour de l’axe z selon l’e´quation
(2.34). Les angles azimutaux sont discre´tise´s en Nϕ valeurs re´gulie`rement
espace´es entre ϕ = 0 et ϕ = 2π et les angles ze´nithaux sont discre´tise´s en
Nϑ valeurs, dont les cosinus sont re´gulie`rement espace´s entre cosϑ = −1 et
cosϑ = 1. La direction Ω′ d’un rayon issu du centre d’une maille surfacique
est e´galement de´finie par ses angles ze´nithal et azimutal autour de la normale
a` la paroi n. Les angles azimutaux sont discre´tise´s en Npϕ valeurs re´gulie`re-
ment espace´es entre ϕ = 0 et ϕ = 2π et les angles ze´nithaux sont discre´tise´s
en Npϑ valeurs, dont les carre´s des cosinus sont re´gulie`rement espace´s entre
cos2 ϑ = 0 et cos2 ϑ = 1. Les inte´grations directionnelles intervenant dans le
calcul des termes sources (2.31) et (2.32) sont e´value´es selon
∫
4π
Iν dΩ = 4π
NϑNϕ
Nϑ∑
m=1
Nϕ∑
n=1
Iν(r,Ωmn), (2.52)
∫
Ω′·n<0
Iν(rp,Ω′)|Ω′ ·n | dΩ′ = π
NpϑN
p
ϕ
Np
ϑ∑
m=1
Npϕ∑
n=1
Iν(rp,Ω′mn). (2.53)
En toute rigueur, le nombre de directions Nϑ ×Nϕ doit permettre de relier
chaque couple de maille par un rayon. En trois dimensions d’espace, si N3
est le nombre de points, le nombre de directions doit eˆtre de l’ordre de N2.
Le nombre de directions depuis les parois est choisi de fac¸on a` conserver le
nombre de directions par he´misphe`re, soit Npϕ = Nϕ et N
p
ϑ = Nϑ/2.
Le calcul de la luminance dans une direction discre`te pouvant eˆtre mene´
inde´pendamment des autres, la me´thode de lancer de rayons est imple´men-
te´e de manie`re paralle`le selon le nombre de directions. Chaque processeur
effectue (Nϑ×Nϕ)/Np trace´s depuis chaque point du domaine discre´tise´, Np
e´tant le nombre de processeurs ((Npϑ ×Npϕ)/Np trace´s depuis chaque point
de paroi).
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Discre´tisation spectrale
Le mode`le ADF (voir § 1.3.2) est utilise´ pour traiter la de´pendance fre´-
quentielle du coefficient d’absorption. L’e´quation (2.50) est re´solue pour
chaque classe ADF i : la luminance spectrale Iν , la luminance d’e´quilibre
I◦ν (T ) et le coefficient d’absorption sont remplace´s respectivement par Ii,
aiσ(T
4 − T 4S)/π et κi.
Le calcul des termes sources (2.31) et (2.32) s’effectue selon
∇ · qR(r) =
NADF∑
i=1
4κi(r)ai(r)σ(T (r)
4 − T 4S)
−
NADF∑
i=1
∫ 4π
0
κi(r)Ii(r,Ω)dΩ, (2.54)
qR ·n (rp) =
NADF∑
i=1
ε(rp)ai(r)σ(T (rp)
4 − T 4S)
−
NADF∑
i=1
ε(rp)
∫
Ω′·n<0
Ii(rp,Ω′)|Ω′ · n|dΩ′. (2.55)
2.2.4 Validation et comparaison des me´thodes
Mur plan homoge`ne isotherme
Le mur plan homoge`ne isotherme est une configuration unidimensionnelle
pour laquelle les transferts radiatifs peuvent eˆtre re´solus de manie`re analy-
tique, ce qui constitue un premier cas de validation pour les codes de Monte
Carlo et de lancer de rayons. On conside`re un milieu gris, de coefficient
d’absorption κ, isotherme a` Tgaz = 300 K, contenu entre deux parois noires
paralle`les, de tempe´rature uniforme Tparoi = 300, 1 K, infinies dans les di-
rections y et z et se´pare´es par une distance L. Le flux radiatif aux parois
x = 0 et x = L ainsi que la puissance radiative volumique sont donne´s par
les relations
qR ·n |paroi = σ(T 4paroi − T 4gaz) (1− 2E3(κL)) , (2.56)
∇ · qR(x) = 2κσ(T 4gaz − T 4paroi) (E2(κx) + E2(κ(L− x))) , (2.57)
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Table 2.3 – Mur plan homoge`ne isotherme. Flux radiatif adimensionne´ par
σ(T 4paroi − T 4gaz) calcule´ par l’e´quation (2.56), par la me´thode de lancer de
rayons et par la me´thode de Monte Carlo.
κL Analytique Lancer de rayons Monte Carlo
0,25 0,35063 0,35055 0,35063
1 0,78062 0,78062 0,78062
2 0,93973 0,93974 0,93973
ou` E2 et E3 sont les fonctions inte´gro-exponentielles de´finies par En(x) =∫ 1
0 χ
n−2 exp(−x/χ)dχ.
Pour re´soudre ce proble`me avec la me´thode de Monte Carlo 3D, le calcul
est effectue´ dans un cube de coˆte´ L en imposant des parois parfaitement
re´fle´chissantes spe´culaires en y = 0, y = L, z = 0 et z = L. Les directions
y et z sont conside´re´es comme des invariants statistiques selon lesquels on
peut moyenner le re´sultat. La me´thode de lancer de rayons ne permet pas
de traiter la re´flexion spe´culaire. Avec cette me´thode, le proble`me est re´solu
dans un domaine paralle´le´pipe´dique tel que Lz = Ly = 10
4L, avec des parois
diffuses parfaitement re´fle´chissantes aux extre´mite´s et le re´sultat est extrait
le long de la ligne y = Ly/2 et z = Lz/2 afin de limiter l’influence des bords.
Pour chacune des me´thodes, le domaine est maille´ par 21 points de Gauss-
Lobatto dans la direction x et 21 points uniforme´ment espace´s dans les
directions y et z. Le nombre de tirs Monte Carlo est fixe´ a` Ntirs = 6×109 et
les nombres de directions du lancer de rayons sont fixe´s a` Nϑ×Nϕ = 60×60
et Npϑ ×Npϕ = 30× 60.
Le calcul est mene´ pour les e´paisseurs optiques κL = 0, 25, κL = 1 et
κL = 2. Les re´sultats sur la puissance volumique sont repre´sente´s sur la
figure 2.4 : les e´carts avec la solution analytique n’exce`dent pas 0,3 % pour
la me´thode de Monte Carlo et 0,7 % pour la me´thode de lancer de rayons.
Les re´sultats sur le flux aux parois sont donne´s dans le tableau 2.3. L’accord
avec la solution analytique est excellent pour les deux me´thodes.
Cas de validation tridimensionnel
Peu de calculs de re´fe´rence tridimensionnels ont e´te´ propose´s dans la litte´ra-
ture consacre´e aux transferts radiatifs et les rares cas de re´fe´rence disponibles
ont ge´ne´ralement e´te´ calcule´s avec des me´thodes approche´es comme la me´-
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Figure 2.4 – Mur plan homoge`ne isotherme. A` gauche, puissance radia-
tive volumique adimensionne´e par 4κσ(T 4paroi − T 4gaz) calcule´e par l’e´qua-
tion (2.57), par la me´thode de lancer de rayons et par la me´thode de Monte
Carlo. A` droite, erreur relative du calcul Monte Carlo et lancer de rayons
compare´ a` la solution analytique.
thode des ordonne´es discre`tes. On propose ici un cas test tridimensionnel
afin de valider de fac¸on croise´e le code de Monte Carlo et le code de lancer
de rayons.
On conside`re une cavite´ cubique de taille L, ferme´e par des parois d’e´mis-
sivite´ ε = 0, 5 et contenant un milieu gris d’e´paisseur optique κL = 1. On
impose un champ de tempe´rature Gaussien dans le milieu
T (x+, y+, z+) = exp(−(x+−x+c )2−(y+−y+c )2−(z+−z+c )2)∆T+T0 (2.58)
avec (x+c , y
+
c , z
+
c ) = (0, 25, 0, 25, 0, 25), ∆T = 10 K et T0 = 300 K. Les parois
sont isothermes a` la tempe´rature T0. Le domaine est discre´tise´ en 43 points
uniforme´ment espace´s dans chaque direction d’espace. Le nombre de tirs
Monte Carlo est fixe´ a` Ntirs = 6×109 et les nombres de directions du lancer
de rayons sont fixe´s a` Nϑ ×Nϕ = 60× 60 et Npϑ ×Npϕ = 30× 60.
La figure 2.5 montre la puissance volumique radiative et le flux radiatif
pour diffe´rents plans x, calcule´s avec la me´thode de lancer de rayons. Comme
le champ de tempe´rature, le champ de puissance radiative pre´sente une
syme´trie de re´flexion selon la ligne x+ = y+ = z+ et ces quelques plans sont
donc repre´sentatifs du champ 3D complet. Les parois e´tant plus froides que
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Figure 2.5 – Cas de validation 3D. Isovaleurs du flux radiatif (adimensionne´
par εσ((T0+∆T )
4−T 40 )) a` x+ = 0 et x+=1 et puissance radiative volumique
(adimensionne´e par 4κσ((T0+∆T )
4−T 40 )) a` x+ = 0, 25 et x+ = 0, 75 calcule´s
avec la me´thode de lancer de rayons.
le milieu, le flux radiatif est ne´gatif et posse`de un minimum pre`s du point
chaud (x+c , y
+
c , z
+
c ). Le milieu e´tant plus chaud que les parois, la puissance
radiative volumique est positive et posse`de un maximum dans le coin x+ =
y+ = z+ = 0. La comparaison entre les calculs Monte Carlo et lancer de
rayons est pre´sente´e figures 2.6 et 2.7. On observe un bon accord entre les
deux me´thodes : les e´carts sont de l’ordre de l’e´cart type Monte Carlo et
n’exce`dent pas 0,3 % pour les puissances et 0,4 % pour les flux. L’e´cart type
Monte Carlo est quasi-constant et de l’ordre de 0,1 %.
Une autre comparaison tridimensionnelle entre la me´thode de Monte
Carlo et la me´thode de lancer de rayons est fournie en annexe C a` partir
d’un champ de tempe´rature issu d’un calcul de transfert couple´ en cavite´
diffe´rentiellement chauffe´e.
Lancer de rayons de´terministe ou Monte Carlo statistique ?
Pour e´tablir des solutions nume´riques couple´es de re´fe´rence, la me´thode
de transfert radiatif ide´ale serait de´terministe et ne reposerait sur aucune
mode´lisation. Ces deux crite`res ne sont ve´rifie´s ni par la me´thode de lancer
de rayons ADF ni par la me´thode de Monte Carlo raie par raie. Il s’agit
ne´anmoins de choisir la me´thode la plus pre´cise et la plus adapte´e.
La pre´sence de fluctuations statistiques sur le calcul de la puissance
radiative pose proble`me pour l’e´tude du re´gime stationnaire car la conver-
gence temporelle n’est plus rigoureusement possible. L’e´tude de la transition
vers l’insationnarite´ est e´galement de´licate car l’on doit pouvoir distinguer
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Figure 2.6 – Cas de validation 3D. A` gauche : flux radiatif adimensionne´
par εσ((T0+∆T )
4−T 40 ) selon les lignes y+ = 0, 25, z+ = 1 (A), et y+ = 0, 25,
z+ = 0 (B). A` droite : diffe´rence absolue entre les calculs lancer de rayons
et Monte Carlo compare´e a` l’e´cart type des calculs Monte Carlo aux meˆmes
positions.
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Figure 2.7 – Cas de validation 3D. A` gauche : puissance radiative adimen-
sionne´e par 4κσ((T0 + ∆T )
4 − T 40 ) selon les lignes y+ = 0, 25, z+ = 0, 25
(A), et y+ = 0, 25, z+ = 0, 75 (B). A` droite : diffe´rence absolue entre les
calculs lancer de rayons et Monte Carlo compare´e a` l’e´cart type des calculs
Monte Carlo aux meˆmes positions.
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sans ambigu¨ıte´ les fluctuations statistiques des fluctuations physiques. Par
ailleurs, la formulation ADF utilise´e par la me´thode de lancer de rayons
est exacte, car le coefficient d’absorption est suppose´ uniforme, et les er-
reurs de mode´lisation ne proviennent que de la discre´tisation de la fonction
de distribution cumule´e du coefficient d’absorption. Les calculs d’e´missivite´
pre´sente´s au chapitre pre´ce´dent (§ 1.3.2) montrent que la pre´cision de la
discre´tisation est du meˆme ordre, voire meilleure, que les incertitudes sur
les intensite´s et les largeurs de raie des spectres a` haute re´solution.
Le choix de la me´thode de lancer de rayons associe´e au mode`le ADF
pour les calculs couple´s s’impose donc. La me´thode de Monte Carlo pour-
rait ne´anmoins s’ave´rer pertinente dans le cas de variations de tempe´rature
importantes pour lesquelles le coefficient d’absorption ne peut eˆtre conside´re´
constant.
2.3 Couplage de code
La re´solution de l’e´quation de bilan d’e´nergie par la me´thode spectrale de
collocation a e´te´ pre´sente´e au paragraphe 2.1 en conside´rant des termes
sources radiatifs ∇ · qR(r) et qR ·n (rp) nuls. Lorsque le fluide dans la ca-
vite´ et les parois rayonnent, le champ de puissance radiative est calcule´ a`
partir du champ de tempe´rature a` l’instant nδt et ajoute´ au terme source
ST du bilan d’e´nergie discre´tise´ (e´quation (2.22)) pour pre´dire le champ de
tempe´rature a` l’instant (n + 1)δt. Cependant, il est suffisant de n’actuali-
ser le champ de puissance radiative que tous les 10 δt ou 20 δt : le pas de
temps du code spectral est impose´ par la contrainte de stabilite´ du sche´ma
de discre´tisation temporelle et non par les variations de tempe´rature qui
restent ne´gligeables sur cet intervalle de temps (voir annexe A). Le principe
du couplage entre les codes de convection naturelle et de transfert radiatif
est sche´matise´ par l’algorithme pre´sente´ figure 2.8. Les deux codes fonc-
tionnent comme des programmes paralle`les inde´pendants qui e´changent des
donne´es a` chaque ite´ration radiative (apre`s α ite´rations convectives, si α est
la fre´quence de couplage). Le nombre de processeurs affecte´ a` chaque code
est choisi judicieusement pour synchroniser les communications et limiter
les temps d’attente : le temps de restitution d’une ite´ration radiative doit
eˆtre a` peu pre`s e´gal au temps de restitution de α ite´rations convectives.
Le maillage spatial du code de transfert radiatif est construit en regrou-
pant par deux les mailles du maillage convectif (maillage Chebyshev dans
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Figure 2.8 – Algorithme de´crivant le couplage entre les codes de convection
naturelle et de transfert radiatif. N est le nombre d’ite´rations temporelles
du code de convection naturelle et α la fre´quence de couplage des calculs de
transfert radiatif.
chaque boˆıte issue de la de´composition de domaine, voir § 2.1.4) selon chaque
axe x, y ou z. Ce maillage plus grossier s’est ave´re´ suffisant pour l’e´tude de
la gamme 105 ≤ Ra ≤ 3 × 108 (voir annexe A). L’e´change des variables
entre les deux codes (tempe´rature, puissance et flux radiatifs), repre´sente´
figure 2.8, ne´cessite une interpolation spatiale : le champ de tempe´rature est
calcule´ sur les noeuds du maillage convectif et le champ de rayonnement est
calcule´ au centre des mailles du maillage radiatif. Le champ de tempe´rature,
calcule´ par le code de convection naturelle, est e´chantillonne´ sur les noeuds
du maillage radiatif avec un pas de deux dans chaque direction d’espace.
Une interpolation line´aire est utilise´e pour de´terminer la tempe´rature au
centre des mailles du maillage radiatif. Le champ de rayonnement, calcule´
par le code de transfert radiatif, est interpole´ line´airement sur les nœuds du
maillage radiatif. Une interpolation de Lagrange est utilise´e pour de´terminer
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la puissance radiative sur les nœuds du maillage convectif (et le flux radiatif
au bord du domaine).
Chacun des codes de calcul a e´te´ de´veloppe´ en langage Fortran 95 et
paralle´lise´ en utilisant la bibliothe`queMessage Passing Interface. L’interface
de couplage Coupling Program Layer, de´veloppe´e par Jalel Chergui, a e´te´
imple´mente´e pour traiter les e´changes de donne´es entre le code de convection
naturelle et le code de transfert radiatif.
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Chapitre 3
Simulations couple´es en
re´gime stationnaire
P
armi les travaux nume´riques re´cents consacre´s au couplage entre la
convection naturelle et le rayonnement des gaz dans des cavite´s diffe´-
rentiellement chauffe´es en re´gime stationnaire, certains s’inte´ressent a` des
me´langes gazeux re´els, non-gris, tout en se restreignant a` des configura-
tions ge´ome´triques bidimensionnelles (Chang et al., 1983; Colomer et al.,
2007; Meftah et al., 2009; Lari et al., 2012). A` l’inverse, les effets tridimen-
sionnels n’ont e´te´ explore´s que pour des milieux gris (Colomer et al., 2004;
Borjini et al., 2008; Kumar et Eswaran, 2010). Des me´thodes nume´riques
approche´es, comme la me´thode des ordonne´es discre`tes ou la me´thode des
volumes finis, sont employe´es dans ces travaux pour re´soudre l’e´quation de
transfert radiatif. La re´alisation de simulations nume´riques de re´fe´rence en
re´gime stationnaire reste donc ne´cessaire.
Des solutions stationnaires de re´fe´rence sont obtenues a` Ra = 105,
Ra = 106 et Ra = 3 × 107 en utilisant le code spectral (§ 2.1), la me´-
thode de lancer de rayons (§ 2.2.3) et le mode`le ADF (§ 1.3.2). Diffe´rentes
configurations sont conside´re´es pour mettre en valeur distinctement les ef-
fets du rayonnement du gaz et des parois. Les re´sultats sont d’abord discute´s
a` Ra = 106, puis l’influence du nombre de Rayleigh est analyse´e. Les para-
me`tres des simulations nume´riques sont donne´s en annexe A. Les re´sultats
pre´sente´s dans ce chapitre ont e´te´ repris dans une publication (Soucasse
et al., 2012).
57
CHAPITRE 3. SIMULATIONS COUPLE´ES EN RE´GIME STATIONNAIRE
Table 3.1 – Configurations e´tudie´es.
Cas A B C D
Parois isothermes ε = 1 ε = 1 ε = 1 ε = 1
Parois adiabatiques ε = 0 ε = 0 ε = 1 ε = 1
Gaz Transparent Rayonnant Transparent Rayonnant
3.1 Configurations e´tudie´es
La mise en e´quation du couplage entre le rayonnement et la convection
naturelle (§ 1.1) a montre´ deux effets des transferts radiatifs :
• la modification du bilan d’e´nergie macroscopique par l’ajout du terme
source −∇ · qR (e´quation 1.4) ;
• la modification de la condition aux limites thermique pour les parois
adiabatiques, le flux radiatif qR·n e´galisant le flux conductif (e´qua-
tion 1.8).
Pour mettre en e´vidence distinctement les effets de ces deux couplages,
quatre configurations, re´sume´es dans le tableau 3.1, ont e´te´ e´tudie´es.
La premie`re configuration, nomme´e A, correspond au cas ou` l’e´coule-
ment de convection naturelle n’est pas affecte´ par les transferts radiatifs. Le
gaz est suppose´ transparent et les parois adiabatiques parfaitement re´fle´-
chissantes. Les deux parois isothermes sont noires et e´changent de l’e´nergie
par rayonnement mais ce flux n’influence ni le champ de vitesse, ni le champ
de tempe´rature. Ce cas est pris pour re´fe´rence pour analyser les effets du
rayonnement du gaz et des parois. Dans la seconde, nomme´e B, l’e´coulement
de convection naturelle et les transferts radiatifs sont couple´s uniquement
au niveau du bilan d’e´nergie local, en supposant le gaz rayonnant et les pa-
rois adiabatiques parfaitement re´fle´chissantes. A` l’inverse, la configuration
C re´alise le couplage uniquement au travers des conditions aux limites ther-
miques. Les six parois de la cavite´ sont prises noires et le gaz transparent.
Enfin, pour le cas D, les six parois sont suppose´es noires et le gaz rayonnant,
ce qui combine les deux effets.
L’analyse dimensionnelle (§ 1.2) a montre´ qu’en l’absence de transferts
radiatifs, le proble`me ne de´pendait que de deux parame`tres : le nombre de
Rayleigh et le nombre de Prandtl. La prise en compte de la de´pendance
spectrale des proprie´te´s radiatives du gaz ne permet plus l’adimensionne-
ment et la taille de la cavite´, la fraction molaire des espe`ces absorbantes
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ainsi que la tempe´rature moyenne doivent eˆtre spe´cifie´es. On conside`re de
l’air a` la tempe´rature moyenne T0 = 300 K, pour lequel Pr = 0, 707, contenu
dans une cavite´ de taille L = 1 m. Les fractions molaires de vapeur d’eau
et de dioxyde de carbone sont fixe´es a` XH2O = 0, 02 et XCO2 = 0, 001.
Des solutions stationnaires ont e´te´ obtenues a` Ra = 105 (∆T = 1, 09 ×
10−3 K) et Ra = 106 (∆T = 1, 09 × 10−2 K) pour les quatre cas et a`
Ra = 3× 107 (∆T = 3, 28× 10−1 K) pour les cas A et B. Les re´sultats sont
pre´sente´s en de´tail a` Ra = 106 puis l’influence du nombre de Rayleigh est
discute´e.
3.2 Effets du rayonnement du gaz et des parois a`
Ra=106
3.2.1 Structure du champ de tempe´rature
Le champ de tempe´rature des parois adiabatiques ainsi que le champ de
tempe´rature dans le gaz dans le plan y+ = 0, 5 sont repre´sente´s sur les
figures 3.1 et 3.2, pour chacun des cas e´tudie´s. Sont trace´s sur la figure 3.3
de manie`re plus quantitative le profil de tempe´rature sur la paroi haute et
le profil de tempe´rature vertical au centre de la cavite´, moyenne´s selon y.
Lorsque les parois adiabatiques sont noires et le gaz transparent (cas C),
le transfert radiatif entre les six parois de la cavite´ impose une distribution
de tempe´rature stratifie´e dans la direction x sur les parois adiabatiques.
Cette distribution est tre`s diffe´rente du cas A ou` les parois late´rales sont
stratifie´es selon la direction z et ou` les parois hautes et basses sont proches
de l’isothermie. Le profil de tempe´rature sur la paroi haute (figure 3.3),
pre´sente une allure line´aire, excepte´ a` proximite´ des parois isothermes. Le
rayonnement des six parois tend a` cre´er un profil plat, proche de ze´ro, cre´ant
un saut de tempe´rature a` proximite´ des parois chaude et froide, amorti
par la conduction. Le refroidissement de la paroi haute et le re´chauffement
de la paroi basse induisent une homoge´ne´isation de la tempe´rature du gaz
(figure 3.2) et une forte baisse de la stratification thermique au cœur de la
cavite´ (figure 3.3).
Lorsque les parois adiabatiques sont parfaitement re´fle´chissantes mais
que le gaz rayonne (cas B), on observe e´galement une homoge´ne´isation de
la tempe´rature du gaz ainsi qu’une baisse de la stratification (figures 3.2
et 3.3). Le me´canisme physique est cependant diffe´rent du cas C, puisque
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Figure 3.1 – Ra = 106. Champ de tempe´rature sur les parois adiabatiques.
L’e´cart entre deux isothermes est de 0, 05.
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Figure 3.2 – Ra = 106. Tempe´rature du gaz dans le plan y+ = 0, 5. L’e´cart
entre deux isothermes est de 0, 05.
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Figure 3.3 – Ra = 106. A` gauche : profil de tempe´rature sur la paroi
haute z+ = 1. A` droite : profil de tempe´rature a` x+ = 0, 5. Les re´sultats
sont moyenne´s selon y.
les transferts radiatifs gaz-gaz et gaz-parois ont un effet direct sur la tem-
pe´rature du gaz. La tempe´rature des parois late´rales et horizontales est
maintenant impose´e par le gaz, le flux conductif e´tant nul sur ces parois.
Ainsi, par rapport au cas A, la paroi haute est refroidie, la paroi basse est
re´chauffe´e, mais dans une moindre mesure que dans le cas C (figure 3.3) :
la tempe´rature moyenne de la paroi haute est e´gale dans chacun des cas a`
0,323 (A), 0,207 (B) et 0,012 (C).
Lorsque les parois adiabatiques sont noires et le gaz rayonnant (cas D),
la distribution de tempe´rature des parois adiabatiques est identique au cas
C car elle re´sulte essentiellement des transferts radiatifs parois-parois. Pour
ce cas, la stratification du gaz est la plus faible : le refroidissement de la
paroi haute et le re´chauffement de la paroi basse, lie´s au rayonnement des
parois, se combinent a` l’homoge´ne´isation directe du gaz par les transferts
radiatifs volumiques.
3.2.2 Couches limites et e´coulement
Les variations de tempe´rature e´tant le moteur de la convection naturelle, les
transferts radiatifs affectent fortement le mouvement du gaz. Les profils de
vitesse verticale et de tempe´rature le long des couches limites verticales en
z+ = 0, 25, z+ = 0, 5 et z+ = 0, 75, sont trace´s sur la figure 3.4. Les profils
de tempe´rature montrent a` nouveau l’homoge´ne´isation de la tempe´rature
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Figure 3.4 – Ra = 106. Couches limites me´caniques et thermiques a` z+ =
0, 25, z+ = 0, 5 et z+ = 0, 75. Les re´sultats sont moyenne´s selon y.
du gaz lorsque les transferts radiatifs sont pris en compte, comme expose´
pre´ce´demment. Concernant les profils de vitesse, on note pour les cas B,
C et D une augmentation de la vitesse du gaz ainsi qu’un e´paississement
des couches limites. Le maximum de vitesse augmente significativement a`
la sortie des couches limites. Ces effets sont les plus marque´s pour le cas D
et les moins marque´s pour le cas C.
Lorsque le gaz rayonne (cas B et D), les transferts d’e´nergie entre le gaz
et les parois peuvent se produire sur de longues distances, permettant la mise
en mouvement du fluide loin des parois. Le volume de fluide circulant dans la
cavite´ devient plus important, ce qui explique l’e´paississement des couches
limites et l’augmentation des vitesses. La puissance radiative volumique est
repre´sente´e sur la figure 3.5 dans le plan y+ = 0, 5 et plus quantitativement
le long d’une ligne y+ = z+ = 0, 5, pour les cas B et D. Les deux champs de
puissance sont similaires, sauf a` proximite´ des parois haute et basse, ou` les
champs de tempe´rature sont tre`s diffe´rents (voir § 3.2.1). En s’e´coulant le
long de la paroi froide, le gaz e´met plus de rayonnement qu’il n’en absorbe
et la puissance radiative est positive. Re´ciproquement, en s’e´coulant le long
de la paroi chaude, le gaz absorbe plus de rayonnement qu’il n’en e´met et la
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Figure 3.5 – Ra = 106. A` gauche : puissance radiative volumique∇+ · q
R+
dans le plan y+ = 0, 5. L’e´cart entre deux iso-valeurs est de 6. A` droite :
profil correpondant a` y+ = z+ = 0, 5.
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Figure 3.6 – Ra = 106. E´nergie cine´tique 2D 0, 5(u+21 + u
+2
3 ) moyenne´e
selon y. L’e´cart entre deux isovaleurs est de 1, 67× 10−3. Les valeurs maxi-
males sont 0,0198, 0,0368, 0,0245 et 0,0406 pour les cas A, B, C et D,
repectivement.
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puissance radiative est ne´gative. Pre`s des parois isothermes, la tempe´rature
du gaz tend vers celle de la paroi et le champ de puissance radiative s’inverse :
le gaz devient e´mettant proche de la paroi chaude et absorbant proche de la
paroi froide. Concernant le cas C, ou` le gaz est transparent, l’e´paississement
des couches limites s’explique par le pre´chauffage du gaz le long de la paroi
basse, en amont de la couche limite verticale ascendante, et re´ciproquement
par le refroidissement du gaz le long de la paroi haute.
L’augmentation du de´bit de fluide par le rayonnement du gaz et des
parois peut eˆtre appre´cie´e sur la figure 3.6, repre´sentant l’e´nergie cine´tique
2D 0, 5(u+21 + u
+2
3 ) moyenne´e selon y. La circulation du gaz est nettement
renforce´e lorsque le gaz rayonne (cas B et D). Le cœur de la cavite´ est mis
en mouvement alors qu’il reste presque immobile dans les cas A et C.
3.2.3 Transferts de chaleur
Le nombre de Nusselt inte´gre´ dans les plans x+ = 0, x+ = 0, 5 et x+ = 1
est donne´ pour chaque cas dans le tableau 3.2. Les distributions verticales
correspondantes sont trace´es sur la figure 3.7, mis a` part pour la paroi froide
(x+ = 1) ou` le profil du Nusselt est antisyme´trique a` celui de la paroi chaude
x+ = 0 (se reporter a` la discussion sur les syme´tries § 3.2.4) et les valeurs
inte´gre´es e´gales.
L’homoge´ne´isation du champ de tempe´rature induite par les transferts
radiatifs diminue en moyenne le gradient de tempe´rature aux parois iso-
thermes : aux parois chaudes et froides, le nombre de Nusselt est plus faible
et sa distribution verticale est aplanie. On remarque pour les cas C et D une
brusque augmentation du Nusselt en z+ = 0 et z+ = 1, cause´e par le saut
de tempe´rature en x+ = 0 sur les parois haute et basse (voir figure 3.3).
Dans le plan x+ = 0, 5, le nombre de Nusselt est de´fini par
Nu = −∂T
+
∂x+
+ u+1 T
+
√
Ra, (3.1)
pour tenir compte a` la fois des transferts conductifs et convectifs. Le profil
du nombre de Nusselt dans ce plan pre´sente deux pics correspondant aux
maxima de vitesse u+1 des couches limites horizontales. Dans le cas A, le
nombre de Nusselt moyen au milieu de la cavite´ est e´gal a` celui des parois
isothermes, contrairement aux autres cas ou` le rayonnement modifie le bilan
d’e´nergie. Dans les cas B et D, le nombre de Nusselt augmente car l’e´cou-
lement est renforce´. Dans le cas C, le flux enthalpique moyen diminue car
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Table 3.2 – Ra = 106. Nombre de Nusselt moyenne´ sur des plans verticaux.
Cas A B C D
x+ = 0 8,64 7,55 8,47 8,48
x+ = 0, 5 8,64 12,41 7,40 11,00
x+ = 1 8,64 7,55 8,47 8,48
Table 3.3 – Ra = 106. Flux radiatifs moyens aux parois qR+·n.
Cas A B C D
x+ = 0 125,05 120,58 124,53 119,61
x+ = 1 −125,05 −120,58 −124,53 −119,61
y+ = 0 0 0 0,2×10−3 0,7×10−3
y+ = 1 0 0 0,2×10−3 0,7×10−3
z+ = 0 0 0 −3,02 −2,72
z+ = 1 0 0 3,02 2,72
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Figure 3.7 – Ra = 106. Profil du nombre de Nusselt a` x+ = 0 (gauche) et
a` x+ = 0, 5 (droite). Re´sultats moyenne´s selon y.
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les zones de vitesses maximales sont proches de la tempe´rature moyenne
T+ = 0.
Le tableau 3.3 re´pertorie les flux radiatifs moyenne´s sur chacune des
six parois de la cavite´. En comparant les cas A et B (ou en comparant les
cas C et D), on note l’effet de l’absorption du gaz qui re´duit le´ge`rement le
flux radiatif transfe´re´ entre les deux parois isothermes. Lorsque les parois
adiabatiques sont noires (cas C et D), le transfert radiatif entre les parois
impose une distribution de tempe´rature stratifie´e selon x (voir figure 3.1) sur
les parois late´rales et horizontales. La tempe´rature moyenne adimensionne´e
sur ces parois est proche de 0, le flux radiatif moyen y est donc faible. Cet
effet est plus marque´ sur les parois late´rales y+ = 0 et y+ = 1.
3.2.4 Effets tridimensionnels
La figure 3.8 montre deux surfaces iso-valeurs de la composante transversale
de la vitesse u+2 pour chacun des cas e´tudie´s. Les transferts radiatifs tendent
a` augmenter cette vitesse, particulie`rement dans les cas C et D et donc a` ac-
croˆıtre les effets tridimensionnels. L’augmentation de la vitesse d’e´coulement
du gaz ‖u+‖ a de´ja` e´te´ mise en e´vidence au paragraphe 3.2.2. Cependant,
les mouvements late´raux ne sont pas seulement renforce´s en valeur abso-
lue : leur contribution au bilan d’e´nergie cine´tique global augmente. Plus
pre´cise´ment, le rapport entre l’e´nergie cine´tique des mouvements late´raux∫
0, 5u+22 dV et l’e´nergie cine´tique totale
∫
0, 5(u+21 + u
+2
2 + u
+2
3 )dV est e´gal
pour chacun des cas a` 4, 22 × 10−3 (A), 8, 30 × 10−3 (B), 1, 52 × 10−2 (C)
et 2, 45× 10−2 (D).
En re´gime stationnaire, l’e´coulement de convection naturelle sans rayon-
nement ve´rifie les syme´tries suivantes :
• la syme´trie centrale 2D
(u+1 , u
+
2 , u
+
3 , T
+)(x+, y+, z+)
= −(u+1 ,−u+2 , u+3 , T+)(1− x+, y+, 1− z+) ; (3.2)
• la syme´trie de re´flexion par rapport au plan y+ = 0, 5
(u+1 , u
+
2 , u
+
3 , T
+)(x+, y+, z+)
= (u+1 ,−u+2 , u+3 , T+)(x+, 1− y+, z+) ; (3.3)
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• la syme´trie centrale 3D, combinaison des deux pre´ce´dentes
(u+1 , u
+
2 , u
+
3 , T
+)(x+, y+, z+)
= −(u+1 , u+2 , u+3 , T+)(1− x+, 1− y+, 1− z+). (3.4)
La non-line´arite´ des transferts radiatifs avec la tempe´rature brise les
syme´tries centrales 2D et 3D et par conse´quent l’e´coulement stationnaire
obtenu dans les cas B, C et D ne conserve rigoureusement que la syme´trie
de re´flexion par rapport au plan me´dian. En revanche, on remarque sur
la figure 3.8 que la composante transversale de la vitesse ve´rifie les trois
syme´tries pour chaque cas. La centro-syme´trie 2D semble e´galement sa-
tisfaite pour les champs de tempe´rature (figure 3.2) et d’e´nergie cine´tique
(figure 3.6).
Ces observations sont confirme´es en calculant les indicateurs de syme´trie
pour le champ de tempe´rature Γc−2D, Γr−y, Γc−3D, de´finis par
ΓTc−2D =
∫
(T+(x+, y+, z+) + T+(1− x+, y+, 1− z+))2dV +, (3.5)
ΓTr−y =
∫
(T+(x+, y+, z+)− T+(x+, 1− y+, z+))2dV +, (3.6)
ΓTc−3D =
∫
(T+(x+, y+, z+) + T+(1− x+, 1− y+, 1− z+))2dV +, (3.7)
et sont pour chacun des cas infe´rieurs a` 10−8. Ce comportement est lie´ aux
faibles e´carts de tempe´rature qui se traduisent par des effets quasi-line´aires
du rayonnement.
3.2.5 Cas d’un milieu gris
L’approximation du milieu gris, qui consiste a` ne´gliger la de´pendance spec-
trale du coefficient d’absorption, est le plus souvent inexacte pour des gaz
et entraˆıne de fortes erreurs sur le calcul des transferts radiatifs. En cavite´
carre´e diffe´rentiellement chauffe´e, Colomer et al. (2007) ou encore Lari et al.
(2012) montrent que cette approximation e´choue a` pre´dire correctement les
champs de tempe´rature et de vitesse pour des me´langes contenant de la va-
peur d’eau et du dioxyde de carbone. Une simulation couple´e en milieu gris
est re´alise´e ici et est confronte´e aux re´sultats pre´ce´dents.
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Figure 3.8 – Ra = 106. Surfaces iso-valeurs de la composante transversale
de la vitesse u+2 ± 0, 019 (valeurs ne´gatives en bleu).
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Figure 3.9 – Ra = 106. Cas D. De gauche a` droite : tempe´rature, vitesse
verticale et puissance radiative volumique dans le plan y+ = 0, 5. Calculs
gris (haut) et non gris (bas).
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A` partir de la solution stationnaire obtenue pour le cas D avec le mode`le
ADF, le calcul est poursuivi jusqu’a` la convergence en prenant le coefficient
d’absorption gris, e´gal a` la moyenne de Planck du spectre raie par raie du
me´lange
κP (T ) =
π
∫∞
0 κνI
◦
ν (T )dν
σT 4
, (3.8)
soit κP = 1, 05523 m
−1 a` 300 K. La figure 3.9 compare les re´sultats obtenus
avec les proprie´te´s grises a` ceux pre´sente´s pre´ce´demment pour le cas D.
L’approximation du gaz gris surestime fortement les transferts radiatifs gaz-
gaz et gaz-parois : le maximum de puissance radiatif est trois fois plus e´leve´
dans le cas gris. L’e´coulement est beaucoup plus intense, le de´bit entraˆıne´
dans la cavite´ est deux fois plus grand et le maximum de vitesse verticale
est environ 40 % plus grand. Au centre de la cavite´, les isothermes ne sont
plus horizontales mais oriente´es a` 45◦. Cet exemple confirme la ne´cessite´ de
prendre en compte la de´pendance spectrale du rayonnement pour des gaz
re´els.
3.3 Influence du nombre de Rayleigh
Le tableau 3.4 reporte les valeurs du nombre de Nusselt moyenne´ selon les
plans x+ = 0, x+ = 0, 5 et x+ = 1, la stratification thermique au cœur de la
cavite´, la tempe´rature moyenne de la paroi haute et le maximum des trois
composantes de la vitesse pour les quatre configurations a` Ra = 105, 106 et
3× 107. Pour le plus haut nombre de Rayleigh, les solutions obtenues dans
les cas C et D sont instationnaires et ne sont pas pre´sente´es ici.
Les principaux effets du rayonnement du gaz et des parois, mis en e´vi-
dence a` Ra = 106, sont retrouve´s a` plus bas et plus haut nombres de Ray-
leigh, a` savoir :
• une homoge´ne´isation du champ de tempe´rature du gaz et donc une
baisse de la stratification thermique ;
• une diminution de la tempe´rature de la paroi haute et re´ciproquement
une augmentation de la tempe´rature de la paroi basse, en particulier
lorsque les parois adiabatiques rayonnent (cas C et D) ;
• un e´paississement des couches limites me´caniques et une augmentation
du de´bit entraˆıne´ dans la cavite´ ;
• une diminution du nombre de Nusselt aux parois isothermes, mis a`
part pour les cas C et D a` Ra = 105.
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Table 3.4 – Comparaison des re´sultats obtenus a` Ra = 105, Ra = 106
et Ra = 3 × 107. Nombre de Nusselt moyenne´ selon les plans x+ = 0,
x+ = 0, 5 et x+ = 1, stratification thermique S = ∂T+/∂z+ au cœur de la
cavite´, tempe´rature moyenne de la paroi haute T+haut et maximum des trois
composantes de la vitesse.
Cas A B
Ra 105 106 3× 107 105 106 3× 107
Nu(x+ = 0) 4,34 8,64 21,91 4,09 7,55 19,87
Nu(x+ = 0, 5) 4,34 8,64 21,91 6,12 12,41 26,83
Nu(x+ = 1) 4,34 8,64 21,91 4,09 7,55 19,87
S 1,02 0,91 0,98 0,43 0,36 0,60
T+haut 0,278 0,323 0,357 0,144 0,207 0,276
u+1 max 0,139 0,127 0,118 0,270 0,231 0,203
u+2 max 0,031 0,026 0,031 0,053 0,060 0,044
u+3 max 0,224 0,236 0,245 0,295 0,296 0,272
Cas C D
Ra 105 106 105 106
Nu(x+ = 0) 5,41 8,47 5,62 8,48
Nu(x+ = 0, 5) 3,29 7,40 4,83 11,00
Nu(x+ = 1) 5,41 8,47 5,62 8,48
S 0,39 0,42 0,31 0,26
T+haut 0,007 0,012 0,010 0,016
u+1 max 0,203 0,214 0,294 0,259
u+2 max 0,050 0,050 0,058 0,094
u+3 max 0,260 0,278 0,311 0,338
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Lorsque le nombre de Rayleigh augmente, on note pour chacun des cas
une augmentation du nombre de Nusselt aux parois isothermes et dans le
plan me´dian. La stratification thermique reste a` peu pre`s constante, mis
a` part entre Ra = 106 et Ra = 3 × 107 dans le cas B ou` la stratification
thermique augmente de 0,36 a` 0,60. La tempe´rature moyenne de la paroi
haute croˆıt avec le nombre de Rayleigh dans tous les cas, par le renforcement
des transferts convectifs. On peut enfin noter que le niveau des maxima de
vitesse varie peu en fonction du nombre de Rayleigh ce qui montre que
l’adimensionnement choisi (§ 1.2) est pertinent.
⋆ ⋆ ⋆
Les re´sultats des simulations couple´es conduisant a` des re´gimes station-
naires, a` relativement bas nombre de Rayleigh, ont e´te´ discute´s dans ce
chapitre. Quatre configurations diffe´rentes ont e´te´ e´tudie´es pour mettre en
e´vidence distinctement les effets du rayonnement du gaz et des parois.
Le rayonnement du gaz et le rayonnement des parois adiabatiques ont
pour effet de diminuer la stratification thermique verticale dans la cavite´,
par deux me´canismes diffe´rents. Lorsque le gaz rayonne, les transferts ra-
diatifs affectent localement le bilan d’e´nergie et homoge´ne´isent directement
la tempe´rature du gaz. Lorsque les parois adiabatiques rayonnent, la paroi
haute est refroidie et la paroi basse est re´chauffe´e : la stratification ther-
mique est re´duite du fait de la diminution de l’e´cart de tempe´rature entre
les parois haute et basse.
Les transferts radiatifs volumiques entraˆınent un e´paississement des cou-
ches limites me´caniques et thermiques et une augmentation de la vitesse
d’e´coulement du gaz en activant a` distance des zones loin des parois. L’e´cou-
lement est e´galement renforce´ dans le cas ou` les parois adiabatiques rayon-
nent, par le pre´chauffage (pre´-refroidissement) du gaz le long de la paroi
basse (haute). Enfin, le rayonnement du gaz et le rayonnement des parois
adiabatiques accentuent tous deux les effets tridimensionnels.
Le nombre de Rayleigh critique de transition vers l’instationnarite´ se
situe dans la plage Ra ∈ [3, 2 − 3, 5 × 107] quand le rayonnement du gaz
et des parois est ignore´. Les solutions obtenues a` des nombres de Rayleigh
supe´rieurs se sont toutes re´ve´le´es de´pendantes du temps, pour toutes les
configurations (un retour a` la stationnarite´ a ne´anmoins e´te´ observe´ par de
Gassowski et al. (2003) dans la plage Ra ∈ [107−108] et sans rayonnement ;
il ne sera pas discute´ ici). L’e´tude du re´gime transitionnel et des me´canismes
physiques d’instabilite´ est pre´sente´e au chapitre suivant.
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Chapitre 4
Simulations couple´es :
transition vers
l’instationnarite´
A
u-dela` d’un nombre de Rayleigh critique, les e´coulements de convec-
tion naturelle deviennent instationnaires. Leur complexite´ croˆıt avec le
nombre de Rayleigh jusqu’a` atteindre le re´gime turbulent, ou` les variations
spatiales et temporelles de la tempe´rature et de la vitesse sont chaotiques.
En cavite´ diffe´rentiellement chauffe´e, pour des gaz transparents et des
parois adiabatiques re´fle´chissantes, la transition vers l’instationnarite´ a e´te´
e´tudie´e par l’analyse de stabilite´ line´aire (Henkes et Le Que´re´, 1996; Gelfgat
et al., 1999) ou par la simulation nume´rique directe des e´coulements (Pao-
lucci et Chenoweth, 1989; Le Que´re´ et Behnia, 1998; Labrosse et al., 1997).
L’analyse de stabilite´ line´aire permet de de´terminer le nombre de Rayleigh
critique et d’identifier les structures spatiales responsables de la transition.
Elle repose sur la line´arisation du mode`le de Navier-Stokes pour des fluctua-
tions de faibles amplitudes : si les fluctuations sont amorties, l’e´coulement
est stable mais si les fluctuations sont amplifie´es, l’e´coulement est instable.
Les effets du rayonnement du gaz sur la transition vers l’instationna-
rite´ et le re´gime turbulent en cavite´ cubique diffe´rentiellement chauffe´e, ne
semblent pas avoir e´te´ explore´s a` ce jour dans le cas de gaz non-gris. Deux
difficulte´s sont rencontre´es. D’une part, l’analyse de stabilite´ line´aire n’est
pas praticable aujourd’hui pour des ge´ome´tries tridimensionnelles et, d’autre
part, il n’est pas possible de de´finir un nombre limite´ de parame`tres sans
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dimension influant sur la transition (§ 1.2). L’approche qui a e´te´ retenue est
la simulation nume´rique directe de l’e´coulement et des transferts radiatifs a`
partir des me´thodes de re´fe´rence de´crites au chapitre 2. Trois configurations
ont e´te´ conside´re´es pour dissocier les effets du rayonnement du gaz des effets
du rayonnement des parois. Pour chacune des configurations, une solution
instationnaire proche du point critique est pre´sente´e, puis une comparai-
son est entreprise en re´gime faiblement turbulent a` un nombre de Rayleigh
de 3 × 108. Les re´sultats de ce chapitre ont e´te´ repris dans une publica-
tion (Soucasse et al., 2014b). Avant de les discuter, les me´thodes utilise´es
pour l’analyse des e´coulements instationnaires sont introduites.
4.1 Analyse des e´coulements instationnaires
Les simulations nume´riques directes des e´coulements instationnaires ge´-
ne`rent de grandes quantite´s de donne´es, associe´es aux larges gammes des
variations spatiales et temporelles. L’enjeu est d’extraire des re´sultats une
information synthe´tique visant a` comprendre ces e´coulements ou a` les mo-
de´liser.
En ce sens, l’identification des zones tourbillonnaires peut faciliter la
repre´sentation tridimensionnelle des champs de vecteur vitesse. La de´com-
position des solutions instationnaires sur une base finie de modes spatiaux
est e´galement un outil efficace pour identifier les structures cohe´rentes de
l’e´coulement. Enfin, l’analyse des corre´lations statistiques entre les variables
permet de distinguer les aspects chaotiques des aspects ordonne´s de l’e´cou-
lement, et apporte des informations ne´cessaires a` la plupart des mode`les
de turbulence. Les me´thodes pre´sente´es dans ce paragraphe peuvent eˆtre
applique´es indiffe´remment a` des re´sultats expe´rimentaux d’e´coulement ins-
tationnaires ou turbulents.
4.1.1 Identification des vortex
Les e´coulements instationnaires et turbulents sont caracte´rise´s par des struc-
tures tourbillonnaires ou vortex dont l’identification ame´liore la compre´hen-
sion de la dynamique de l’e´coulement.
La localisation d’une zone tourbillonnaire se fonde intuitivement sur
l’analyse des mouvements de rotation du fluide. Le tenseur des gradients
de vitesse ∇u, qui contient l’information sur la dynamique du mouvement
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du fluide, se de´compose en une partie syme´trique et une partie antisyme´-
trique selon
∂ui
∂xj
=
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
︸ ︷︷ ︸
Sij
+
1
2
(
∂ui
∂xj
− ∂uj
∂xi
)
︸ ︷︷ ︸
Υij
. (4.1)
La partie syme´trique S est le tenseur des de´formations et la partie antisyme´-
trique Υ est le tenseur des rotations. Une valeur e´leve´e du taux de rotation
‖ω‖ =√2ΥijΥij , ou` ω =∇∧u de´signe le vecteur vorticite´, indique poten-
tiellement la pre´sence d’un vortex. Ce crite`re n’est pas pertinent pour les
e´coulements de couche limite, ou` l’on observe de forts taux de rotation aux
parois lie´s au cisaillement et non aux tourbillons.
Une caracte´ristique fre´quente des tourbillons est la pre´sence d’un mini-
mum de pression en leur cœur, re´sultant d’un e´quilibre entre les forces de
pression et les forces centrifuges. Cependant, l’e´quivalence entre minimum
de pression et tourbillon n’est pas toujours ve´rifie´e. D’une part, les forces
visqueuses peuvent contrebalancer les forces centrifuges cre´e´es par un vor-
tex a` pression constante et d’autre part, les mouvements instationnaires du
fluide peuvent induire des minima de pression sans rotation.
D’autres crite`res pour l’identification des vortex, plus satisfaisants, ont
e´te´ propose´s dans la litte´rature. Parmi eux, deux approches sont retenues :
le crite`re Q et le crite`re λ2.
Crite`re Q
Hunt et al. (1988) identifient les structures tourbillonnaires en se basant sur
le deuxie`me invariant du tenseur des de´formations pour un e´coulement a`
masse volumique constante, qu’ils nomment Q
Q = −1
2
∂ui
∂xj
∂uj
∂xi
=
1
2
(‖Υ‖2 − ‖S‖2) , (4.2)
‖Υ‖2 = ΥijΥij et ‖S‖2 = SijSij . Physiquement, le crite`reQ compare le taux
de rotation et le taux de de´formation locaux : si Q est positif, la vorticite´
domine. Sont conside´re´es comme tourbillonnaires par Hunt et al. (1988), les
zones de l’e´coulement pour lesquelles le crite`re Q de´passe une valeur positive
arbitraire et pour lesquelles il existe un minimum de pression.
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Dans le cas d’un e´coulement de couche limite, le crite`re Q permet de
s’affranchir du cisaillement parie´tal et identifie avec succe`s les structures
tourbillonnaires.
Crite`re λ2
Les minima du champ de pression peuvent eˆtre localise´s en e´tudiant la
matrice Hessienne H(P ) = ∂2P/(∂xi∂xj), de´termine´e par l’e´quation d’e´vo-
lution du tenseur des de´formations
∂Sij
∂t
+ uk
∂Sij
∂xk
+ SikSkj +ΥikΥkj − µ
ρ
∂2Sij
∂x2k
= −1
ρ
∂2P
∂xi∂xj
, (4.3)
pour un e´coulement a` masse volumique constante, sans terme source.
Jeong et Hussain (1995) proposent de s’affranchir des effets instation-
naires, des effets d’advection et des effets visqueux, et de conside´rer
S2 +Υ2 = −1
ρ
H(P ). (4.4)
Les tourbillons sont identifie´s en calculant les valeurs propres du tenseur
syme´trique S2 +Υ2, telles que λ1 ≥ λ2 ≥ λ3. Si λ2 est strictement ne´gatif,
alors il existe un minimum de pression local dans un plan, ce qui correspond
d’apre`s Jeong et Hussain (1995) a` un vortex.
Le crite`re λ2 est lie´ au crite`re Q par la relation Q = −12
∑3
i=1 λi. Les
deux approches sont e´quivalentes en deux dimensions.
4.1.2 De´composition modale
L’objet de la de´composition modale est de construire une base de fonc-
tions spatiales, de dimension finie, capable de repre´senter l’ensemble des
re´alisations possibles de l’e´coulement. Si ψ(r, t) de´signe le champ de vec-
teur instantane´ regroupant les variables de l’e´coulement, la de´composition
s’e´crit
ψ(r, t) ≃
N∑
n=1
an(t)ζn(r), (4.5)
ζn(r) sont les modes spatiaux repre´sentant les structures spatiales et an(t)
sont les coefficients de la projection. Plus la me´thode de de´composition est
efficace, plus la dimension N de la base est faible. Toutefois, le nombre
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de modes N croˆıt ine´vitablement avec le nombre de Rayleigh, lorsque la
complexite´ de l’e´coulement augmente.
La de´composition en modes propres orthogonaux et la de´composition en
modes dynamiques sont deux me´thodes qui cherchent a` extraire cette base a`
partir d’un e´chantillon de champs instantane´s ψ(r, ti) ou snapshots, obtenus
par expe´rience ou par simulation nume´rique. La premie`re est une me´thode
statistique, de´nomme´e ailleurs de´composition de Karhunen–Loe`ve ou ana-
lyse en composantes principales. La seconde s’appuie sur une line´arisation
de la dynamique de l’e´coulement.
De´composition en modes propres orthogonaux
La de´composition en modes propres orthogonaux (Berkooz et al., 1993) ou
POD (acronyme pour Proper Orthogonal Decomposition) vise a` construire
une base optimale pour un champ de vecteur ale´atoire ψ(r, t) de moyenne
statistique nulle 〈ψ(r, t)〉 = 0, selon sa variance 〈ψ(r, t)2〉. Les modes
spatiaux ζn(r) sont recherche´s de telle sorte qu’ils maximisent en moyenne
la projection de ψ(r, t) :
max
‖ζ‖=1
〈
(ψ, ζ)2
〉
, (4.6)
ou` le produit scalaire (·, ·) de deux champs de vecteur f(r) et g(r) et la
norme associe´e ‖ · ‖ sont donne´s par
(f , g) =
∫
Ω
M∑
m=1
fm(r)gm(r)dr, (4.7)
‖f‖ =
√
(f ,f), (4.8)
M e´tant la dimension du champ de vecteur et fm la mieme composante du
vecteur f . L’e´quation (4.6) conduit au proble`me aux valeurs propres suivant
∫
Ω
M∑
k=1
〈
ψm(r, t)ψk(r′, t)
〉
ζk(r′)dr′ = λζm(r). (4.9)
Comme la moyenne statistique est ge´ne´ralement estime´e en moyennant N
champs instantane´s ψ(r, ti) extraits a` des temps discrets ti (voir § 4.1.3),
Sirovich (1987) propose un proble`me aux valeurs propres e´quivalent, de
dimension re´duite
Kαn = λnαn, (4.10)
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Kij =
1
N
(ψ(r, ti),ψ(r, tj)), (4.11)
ou` K est une matrice syme´trique re´elle de´finie positive qui posse`de des
valeurs propres positives λn et des vecteurs propres orthogonaux αn.
Les modes spatiaux sont construits par combinaison line´aire des vecteurs
propres et des champs instantane´s selon
ζn(r) =
N∑
i=1
ψ(r, ti)α
i
n. (4.12)
Les modes spatiaux forment une base orthonorme´e, permettant la de´com-
position du signal
ψ(r, t) ≃
N∑
n=1
an(t)ζn(r). (4.13)
Comme les modes sont orthogonaux, les coefficients de projection an(t) sont
statistiquement de´corre´le´s et leur variance est e´gale a` la valeur propre λn,
soit
〈an(t)am(t)〉 = λnδnm. (4.14)
On peut restreindre cette de´composition aux modes dont la variance est
significative, en ne retenant par exemple que les N∗ premiers modes tels
que ∑N∗
n=1 λn∑N
n=1 λn
≥ 0, 99. (4.15)
Ainsi, les premiers modes spatiaux ζn(r), n ≤ N∗ offrent une repre´sentation
spatiale synthe´tique de la variabilite´ du champ ψ(r, t).
En convection naturelle, les champs de vitesse et de tempe´rature sont
e´troitement lie´s. La POD est applique´e au champ de vecteur ψ = {u′, γT ′},
ou` γ est un facteur (introduit par exemple par Podvin et Le Que´re´ (2001))
qui compare le contenu e´nerge´tique des champs de tempe´rature et vitesse
γ2 =
〈‖u′‖2
‖T ′‖2
〉
(4.16)
Les champs instantane´s sont e´chantillonne´s a` une pe´riode fixe ∆t sur un
large intervalle de temps afin d’eˆtre repre´sentatifs de la moyenne statistique
et de capturer la dynamique basse fre´quence. Le nombre de snapshots N
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est suffisant lorsque le nombre de modes N∗ de´fini par l’e´quation (4.15)
est tel que N∗ << N . Les parame`tres ∆t et N seront pre´cise´s au moment
de la pre´sentation des re´sultats. La bibliothe`que LAPACK est utilise´e pour
re´soudre le proble`me aux valeurs propres (4.10).
De´composition en modes dynamiques
La de´composition en modes dynamiques (Rowley et al., 2009; Schmid, 2010))
ou DMD (acronyme pour Dynamic Mode Decomposition) propose d’extraire
une base de modes posse´dant une fre´quence et un accroissement temporels,
a` partir d’une se´quence de donne´es e´voluant dans le temps. Ces modes dyna-
miques sont les vecteurs propres d’une matrice A qui relierait line´airement
deux instants de la se´quence de donne´es ψi ≡ ψ(r, ti)
ψi+1 = Aψi. (4.17)
Si les donne´es sont extraites d’un proce´de´ non-line´aire, l’application A est
une approximation line´aire moyenne du syste`me dynamique. Les valeurs
propres et les vecteurs propres de A sont estime´s a` partir d’une se´quence
de N snapshots e´chantillonne´s a` une pe´riode fixe telle que ti = i∆t
ΨN2 = [ψ2, · · · ,ψN ] = AΨN−11 = ΨN−11 C+ ς, (4.18)
ou` C est la matrice compagnon de A et ς est un re´sidu non nul si le champ
ψN n’est pas une combinaison line´aire des champs pre´ce´dentsψ1, · · · ,ψN−1.
La matrice compagnon est de´finie par
C =


0 c1
1 0 c2
. . .
. . .
...
1 0 cN−2
1 cN−1

 . (4.19)
Toutes les valeurs propres de C sont valeurs propres de A. Le calcul de la
matrice C a` partir de l’e´quation (4.18) conduit a` un proble`me surde´termine´
qui est re´solu au sens des moindres carre´s selon
C = ((ΨN−11 )
TΨN−11 )
−1(ΨN−11 )
TΨN2 . (4.20)
En pratique, on introduit la de´compositionΨN−11 = QR telle queQQ
T = I
etR est une matrice triangulaire supe´rieure. Si la matriceΨN−11 est de taille
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M × (N − 1) (M > N − 1), la matrice Q est de taille M × (N − 1) et la
matrice R est carre´e de taille N − 1. L’e´quation (4.20) devient
C = R−1QTΨN2 . (4.21)
La matrice compagnon est ensuite diagonalise´e selon
C = V−1ΛV, (4.22)
ou` Λij = λiδij (λi ∈ C) est la matrice des valeurs propres et Vij = λj−1i est
une matrice de Vandermonde. Comme la matrice C est a` valeurs re´elles, les
valeurs propres et vecteurs propres a` partie imaginaire non nulle, sortent
par paires complexes conjugue´es.
Les modes dynamiques sont construits en combinant les vecteurs propres
de C et les snapshots
ζn(r) =
N−1∑
i=1
ψ(r, ti)V
−1
in . (4.23)
En introduisant la de´composition (4.22) dans l’e´quation (4.18), on obtient
une expression des ψ(r, ti) en fonction des valeurs propres λn et des modes
dynamiques ζ(r) que l’on ge´ne´ralise selon
ψ(r, t) ≃
N−1∑
n=1
exp(ωnt)ζn(r), (4.24)
avec ωn = lnλn/∆t. Le taux d’accroissement et la fre´quence temporels
sont donne´s respectivement par les parties re´elle et imaginaire de ωn. La
de´composition peut eˆtre restreinte aux modes de norme dominante ‖ζi‖
(norme de´finie par l’e´quation (4.8)).
Pour la convection naturelle, les champs de vitesse et tempe´rature sont
regroupe´s ici pour former la se´quence de donne´es selon ψ = {u, T}. La
pe´riode d’e´chantillonnage ∆t et le nombre de champs instantane´s N sont
choisis a` partir du crite`re de Nyquist, selon la gamme de fre´quence tempo-
relle que l’on souhaite capter. Les parame`tres ∆t et N seront pre´cise´s au
moment de la pre´sentation des re´sultats. La bibliothe`que LAPACK est uti-
lise´e pour calculer la matrice compagnon (4.21), calculer ses valeurs propres
(4.22) et inverser la matrice de Vandermonde Vij = λ
j−1
i .
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4.1.3 Analyse statistique
A` hauts nombres de Rayleigh, l’e´coulement de convection naturelle devient
turbulent et se caracte´rise par des fluctuations spatio-temporelles chaotiques
des champs de vitesse et de tempe´rature. Le mode`le de Navier-Stokes, s’il
est toujours conside´re´ comme de´terministe, devient tre`s sensible aux condi-
tions initiales et aux limites car les effets inertiels non-line´aires dominent.
L’approche statistique en simulation nume´rique consiste a` calculer un grand
nombre de solutions pour un jeu de conditions initiales. Chaque solution
fk(r, t) est conside´re´e comme une re´alisation possible d’une fonction ale´a-
toire f dont l’espe´rance est e´gale a` la moyenne d’ensemble des N re´alisations
lorsque N tend vers l’infini
〈f〉 = lim
N→∞
1
N
N∑
k=1
fk(r, t). (4.25)
Cependant, les maillages spatio-temporels requis par la simulation nume´-
rique des e´coulements turbulents limitent fortement cette approche. L’ob-
tention d’une solution ne´cessite a` elle seule des ressources informatiques
importantes. On pre´fe`re estimer la moyenne statistique par la moyenne tem-
porelle applique´e a` une re´alisation
〈f〉 = lim
T→∞
1
T
∫ T
0
fk(r, t)dt, (4.26)
en admettant l’ergodicite´, c’est-a`-dire l’e´quivalence entre moyennes statis-
tique et temporelle.
L’analyse statistique des re´sultats de simulation permet d’extraire un
comportement moyen inde´pendant des conditions initiales et donc repro-
ductible. En e´tudiant les corre´lations statistiques entre les grandeurs phy-
siques, on distingue les structures cohe´rentes et ordonne´es de l’e´coulement
des structures ale´atoires. Les e´quations d’e´volution de l’e´nergie cine´tique et
du carre´ des e´carts de tempe´rature, pour le mouvement moyen et le mou-
vement fluctuant, sont e´tablies ci-dessous.
E´nergie cine´tique
L’e´nergie cine´tique instantane´e par unite´ de volume est de´finie par
Ec(u) =
1
2
ρ0uiui. (4.27)
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L’e´nergie cine´tique moyenne est la somme de l’e´nergie cine´tique du mou-
vement moyen et de l’e´nergie cine´tique moyenne du mouvement fluctuant,
soit
〈Ec(u)〉 = Ec(〈u〉) +
〈
Ec(u
′)
〉
, (4.28)
ou` u′ = u− 〈u〉 de´signe le vecteur vitesse fluctuant.
L’e´quation d’e´volution de Ec(〈u〉) se de´duit en faisant le produit scalaire
de l’e´quation d’e´volution de la vitesse moyenne 〈u〉 par la vitesse moyenne
〈u〉, soit
∂Ec(〈u〉)
∂t
+ 〈uj〉 ∂Ec(〈u〉)
∂xj
= − ∂
∂xj
(
〈uj〉 〈p〉+ ρ0
〈
u′iu
′
j
〉 〈ui〉 − 1
2
µ
∂ 〈ui〉 〈ui〉
∂xj
)
︸ ︷︷ ︸
I
+ρ0βg(〈T 〉 − T0) 〈u3〉︸ ︷︷ ︸
II
+ρ0
〈
u′iu
′
j
〉 ∂ 〈ui〉
∂xj︸ ︷︷ ︸
III
−µ∂ 〈ui〉
∂xj
∂ 〈ui〉
∂xj︸ ︷︷ ︸
IV
. (4.29)
L’e´quation d’e´volution de 〈Ec(u′)〉 se de´duit en soustrayant l’e´quation (4.29)
a` l’e´quation d’e´volution de 〈Ec(u)〉 (obtenue en faisant le produit scalaire
entre l’e´quation d’e´volution de la vitesse instantane´e u par la vitesse ins-
tantane´e u et en prenant la moyenne), soit
∂ 〈Ec(u′)〉
∂t
+ 〈uj〉 ∂ 〈Ec(u
′)〉
∂xj
= − ∂
∂xj
(〈
u′jp
′〉+ 1
2
ρ0
〈
u′iu
′
iu
′
j
〉− 1
2
µ
∂ 〈u′iu′i〉
∂xj
)
︸ ︷︷ ︸
I′
+ρ0βg
〈
T ′u′3
〉︸ ︷︷ ︸
II′
−ρ0
〈
u′iu
′
j
〉 ∂ 〈ui〉
∂xj︸ ︷︷ ︸
III′
−µ
〈
∂u′i
∂xj
∂u′i
∂xj
〉
︸ ︷︷ ︸
IV′
. (4.30)
Les termes en accolade sont les diffe´rentes contributions aux variations de
Ec(〈u〉) et 〈Ec(u′)〉 et repre´sentent physiquement :
• (I et I′) une redistribution ;
• (II et II′) une production par les forces d’Archime`de ;
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• (III et III′) un e´change d’e´nergie entre le mouvement moyen et le
mouvement d’agitation III′ = −III ;
• (IV et IV′) une pseudo-dissipation.
En additionnant les e´quations (4.29) et (4.30) et en moyennant sur le
volume de la cavite´ on obtient
1
V
∫
ρ0βg((〈T 〉 − T0) 〈u3〉+
〈
T ′u′3
〉
)︸ ︷︷ ︸
II+II′
dV
=
1
V
∫
µ
(
∂ 〈ui〉
∂xj
∂ 〈ui〉
∂xj
+
〈
∂u′i
∂xj
∂u′i
∂xj
〉)
︸ ︷︷ ︸
−(IV+IV′)
dV. (4.31)
Les termes instationnaires s’annulent en moyenne statistique et, inte´gre´s
en volume, les termes de redistribution disparaissent puisque la cavite´ est
ferme´e. Enfin, les termes d’e´change III et III′ sont rigoureusement oppose´s.
L’e´quation (4.31) traduit l’e´quilibre entre la production d’e´nergie cine´tique
par les forces d’Archime`de et sa dissipation visqueuse.
Carre´ des e´carts de tempe´rature
Par analogie avec l’e´nergie cine´tique, on de´finit la quantite´ Et(θ) comme le
carre´ des e´carts de tempe´rature θ = T − T0
Et(θ) =
1
2
θ2. (4.32)
La moyenne du carre´ des e´carts est la somme du carre´ des e´carts moyens et
de la moyenne du carre´ des fluctuations des e´carts selon
〈Et(θ)〉 = Et(〈θ〉) +
〈
Et(θ
′)
〉
, (4.33)
ou` θ′ = θ − 〈θ〉 de´signe l’e´cart de tempe´rature fluctuant.
L’e´quation d’e´volution de Et(〈θ〉) se de´duit en multipliant l’e´quation
d’e´volution de l’e´cart de tempe´rature moyen 〈θ〉 par l’e´cart de tempe´rature
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moyen 〈θ〉, soit
∂Et(〈θ〉)
∂t
+ 〈ui〉 ∂Et(〈θ〉)
∂xi
=
∂
∂xi
(
a 〈θ〉 ∂ 〈θ〉
∂xi
)
︸ ︷︷ ︸
V
+
〈
u′iθ
′〉 ∂ 〈θ〉
∂xi︸ ︷︷ ︸
VI
−a ∂ 〈θ〉
∂xi
∂ 〈θ〉
∂xi︸ ︷︷ ︸
VII
− 〈θ〉
ρ0Cp
〈
∂qRi
∂xi
〉
︸ ︷︷ ︸
VIII
− ∂
∂xi
(〈
u′iθ
′〉 〈θ〉)︸ ︷︷ ︸
IX
. (4.34)
L’e´quation d’e´volution de 〈Et(θ′)〉 se de´duit en soustrayant l’e´quation (4.34)
a` l’e´quation d’e´volution de 〈Et(θ)〉 (obtenue en multipliant l’e´quation d’e´vo-
lution de l’e´cart de tempe´rature instantane´ θ par l’e´cart de tempe´rature
instantane´ θ et en prenant la moyenne), soit
∂ 〈Et(θ′)〉
∂t
+ 〈ui〉 ∂ 〈Et(θ
′)〉
∂xi
=
∂
∂xi
(
a
〈
θ′
∂θ′
∂xi
〉)
︸ ︷︷ ︸
V′
− 〈u′iθ′〉 ∂ 〈θ〉∂xi︸ ︷︷ ︸
VI′
−a
〈
∂θ′
∂xi
∂θ′
∂xi
〉
︸ ︷︷ ︸
VII′
−
〈
θ′
ρ0Cp
(
∂qRi
∂xi
)′〉
︸ ︷︷ ︸
VIII′
− ∂
∂xi
(
1
2
〈
u′iθ
′θ′
〉)
︸ ︷︷ ︸
IX′
. (4.35)
Les termes en accolade sont les diffe´rentes contributions aux variations de
Et(〈θ〉) et 〈Et(θ′)〉 et repre´sentent :
• (V et V′) une production par gradients a` la paroi ;
• (VI et VI′) un e´change entre les parties moyenne et fluctuante VI′ =
−VI ;
• (VII et VII′) une pseudo-dissipation ;
• (VIII et VIII′) une pseudo-dissipation radiative, nulle pour un milieu
transparent ;
• (IX et IX′) une redistribution.
En additionnant les e´quations (4.34) et (4.35) et en moyennant sur le
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volume de la cavite´ on obtient
1
S
∫
−a
(
〈θ〉 ∂ 〈θ〉
∂xi
+
〈
θ′
∂θ′
∂xi
〉)
︸ ︷︷ ︸
V+V′
ni dS
=
1
V
∫
a
(
∂ 〈θ〉
∂xi
∂ 〈θ〉
∂xi
+
〈
∂θ′
∂xi
∂θ′
∂xi
〉)
︸ ︷︷ ︸
−(VII+VII′)
+
1
ρ0Cp
(
〈θ〉
〈
∂qRi
∂xi
〉
+
〈
θ′
(
∂qRi
∂xi
)′〉)
︸ ︷︷ ︸
−(VIII+VIII′)
dV. (4.36)
Les termes instationnaires s’annulent en moyenne statistique et les termes
d’e´change VI et VI′ sont rigoureusement oppose´s. L’e´quation (4.36) traduit
l’e´quilibre entre la ge´ne´ration des e´carts de tempe´rature aux parois et leur
dissipation par conduction et rayonnement.
4.2 Effets du rayonnement du gaz et des parois
sur la transition vers l’instationnarite´
Les effets du rayonnement du gaz et des parois sur la transition de l’e´cou-
lement de convection naturelle vers l’instationnarite´ sont e´tudie´s en consi-
de´rant les trois configurations liste´es dans le tableau 4.1. Ces configurations
sont discute´es plus en de´tail au chapitre pre´ce´dent (§ 3.1). Le gaz contenu
dans la cavite´ est soit de l’air suppose´ transparent a` T0 = 300 K (cas A et
C), soit un me´lange air/H2O/CO2 rayonnant a` T0 = 300 K (cas B). Dans le
cas A, l’e´coulement de convection naturelle n’est pas couple´ au rayonnement
et la transition vers l’instationnarite´ ne de´pend que du nombre de Rayleigh
(Pr = 0, 707). Dans le cas C, les six parois de la cavite´ rayonnent, le gaz
est transparent, et la transition de´pend d’un parame`tre supple´mentaire : la
taille de la cavite´ L. Enfin, dans le cas B, le gaz est rayonnant et la transition
vers l’instationnarite´ est e´tudie´e en faisant varier le nombre de Rayleigh, la
taille de la cavite´ L et les fractions molaires des espe`ces absorbantes XH2O
et XCO2 .
Pour le cas A, une simulation instationnaire est mene´e juste au-dessus du
nombre de Rayleigh critique, afin de retrouver les principaux re´sultats obte-
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Table 4.1 – Configurations e´tudie´es.
Cas A B C
Parois isothermes ε = 1 ε = 1 ε = 1
Parois adiabatiques ε = 0 ε = 0 ε = 1
Gaz Transparent Rayonnant Transparent
nus dans la litte´rature. Pour les cas B et C, les simulations sont entreprises a`
partir des solutions stationnaires discute´es au chapitre pre´ce´dent, en faisant
varier les parame`tres e´nume´re´s ci-dessus jusqu’a` l’obtention d’une solution
instationnaire. Les parame`tres des simulations nume´riques sont donne´s et
justifie´s en annexe A.
4.2.1 Gaz transparent, parois adiabatiques parfaitement re´-
fle´chissantes
Lorsque le gaz est conside´re´ transparent, les parois isothermes noires et les
parois adiabatiques parfaitement re´fle´chissantes (cas A), le transfert radiatif
n’influence pas l’e´coulement de convection naturelle. La transition vers l’ins-
tationnarite´ de´pend uniquement de deux parame`tres : le nombre de Rayleigh
et le nombre de Prandtl, ici fixe´ a` Pr = 0, 707. De nombreux travaux ont
e´te´ consacre´s a` l’e´tude de la transition dans cette configuration, en cavite´
carre´e, puis en cavite´ cubique.
Une des premie`res e´tudes en cavite´ carre´e mene´e par Paolucci et Che-
noweth (1989) montre que la transition a lieu en sortie des couches limites
verticales lorsque le fluide rebondit sur la paroi haute ou basse. Un brusque
e´paississement de la couche limite horizontale se produit et une poche de re-
circulation se forme dans le coin de la cavite´. Le nombre de Rayleigh critique
de transition est estime´ dans cette e´tude autour de Ra = 2×108. Les auteurs
proposent une interpre´tation physique de la transition par analogie avec le
ressaut hydraulique, en construisant un nombre de Froude, Fr = u/
√
gδ,
base´ sur la vitesse du fluide u et une distance caracte´ristique δ de passage
du fluide : lorsque le nombre de Froude est supe´rieur a` 1, le ressaut se pro-
duit. Ravi et al. (1994) contestent cette analyse en montrant notamment
que l’expansion du fluide le long des parois horizontales n’est pas associe´e
a` une perte d’e´nergie cine´tique par viscosite´, comme dans le cas d’un res-
saut hydraulique classique. Selon eux, le rebond du fluide est lie´ a` un effet
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thermique : le fluide oscille le long des parois horizontales lorsque sa tem-
pe´rature est en de´se´quilibre par rapport a` la tempe´rature du cœur stratifie´
a` la meˆme hauteur. Les auteurs montrent que ce rebond du fluide disparaˆıt
lorsque la tempe´rature de la paroi haute (basse) est refroidie (re´chauffe´e) et
que la stratification thermique re´sultante est plus faible.
Les effets tridimensionnels sur la transition ont e´te´ pris en compte par
Henkes et Le Que´re´ (1996) sous la forme de perturbations pe´riodiques dans
la direction transverse. Leur analyse de stabilite´ line´aire autour d’un e´tat
stationnaire 2D conclut que les perturbations 3D sont moins stables que les
perturbations 2D. Le nombre de Rayleigh critique de transition dans cette
configuration est donne´ dans une e´tude plus re´cente (Xin et Le Que´re´, 2012).
Un mode instable stationnaire de longueur d’onde Λ+ = Λ/L = 0, 33 est
de´tecte´ a` Ra = 1, 55×107 et l’e´coulement 3D re´sultant devient instationnaire
pour un nombre de Rayleigh compris entre 4× 107 et 4, 5× 107.
Janssen et Henkes (1996) sont les premiers a` explorer la transition en
cavite´ cubique en re´alisant des calculs instationnaires. Ils limitent cependant
la taille de leur domaine a` un quart du volume de la boˆıte en imposant les
trois syme´tries de l’e´coulement. A` Ra = 108 ils obtiennent une solution
stationnaire ou` une ondulation transverse de longueur d’onde Λ+ = 0, 18
est observe´e dans la couche limite horizontale. Ils mettent en e´vidence la
pre´sence de rouleaux stationnaires contra-rotatifs oriente´s dans la direction
de l’e´coulement, qu’ils associent a` une instabilite´ de Dean, lie´e aux forces
centrifuges. A` plus haut Rayleigh, une solution instationnaire pre´sentant une
oscillation basse fre´quence est obtenue. Malgre´ l’hypothe`se de syme´trie, ces
re´sultats sont en partie retrouve´s qualitativement par simulation nume´rique
directe sur la totalite´ du domaine. Labrosse et al. (1997) situent la transition
vers l’instationnarite´ dans l’intervalle Ra ∈ [3, 2 × 107; 3, 5 × 107] (soit un
ordre de grandeur en dessous de la transition en cavite´ carre´e). A` Ra =
3, 5 × 107, l’e´coulement pre´sente une basse fre´quence caracte´ristique e´gale
a` f+ = fL2/(a
√
Ra) = 7, 6 × 10−3. Ce re´sultat fait aujourd’hui re´fe´rence
et a e´te´ confirme´ par de Gassowski et al. (2003), qui notent e´galement la
pre´sence de tourbillons longitudinaux contra-rotatifs dans les couches limites
horizontales.
Re´sultats
Afin de retrouver ces re´sultats en cavite´ cubique, une simulation est entre-
prise a` un nombre de Rayleigh de 3, 5 × 107, ce qui correspond a` la fin de
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Figure 4.1 – Cas A - Ra = 3, 5×107. E´volution temporelle de la composante
transversale de la vitesse u+2 au point (x
+; y+; z+) = (9, 6×10−3; 0, 5; 0, 963).
l’intervalle donne´ par Labrosse et al. (1997) pour la transition. En partant
de l’e´tat initial u+ = 0, p+ = 0 et T+ = 0, une solution instationnaire
pe´riodique est obtenue pour l’ensemble des champs a` partir de t+ ≃ 1800.
L’e´volution temporelle de la composante transversale de la vitesse u+2 en un
point est donne´e sur la figure 4.1 a` titre d’illustration. La fre´quence du si-
gnal est f+ = 6, 7×10−3, ce qui est proche de la fre´quence f+ = 7, 6×10−3
obtenue par Labrosse et al. (1997).
Les champs de tempe´rature et d’e´nergie cine´tique, moyenne´s temporel-
lement entre t+ = 2100 et t+ = 2700, sont montre´s sur la figure 4.2 dans le
plan me´dian de la cavite´ y+ = 0, 5. On reconnaˆıt le phe´nome`ne d’expansion
du fluide a` la sortie des couches limites verticales analyse´ par Ravi et al.
(1994), qui freine le fluide et le fait osciller le long des parois horizontales.
Le cœur de la cavite´ est immobile et le parame`tre de stratification 〈S〉 est
e´gal a` 0, 99.
Modes dynamiques
La de´composition en modes dynamiques (§ 4.1.2) est applique´e sur 120
champs instantane´s de tempe´rature et de vitesse, e´chantillonne´s a` ∆t+ = 5.
Le spectre des valeurs propres ainsi que l’amplitude des modes sont repre´-
sente´s sur la figure 4.3. Un mode dominant de fre´quence f+ = 6, 7×10−3 et
d’accroissement temporel ne´gligeable (|λ| = 0, 9994) est trouve´. La figure 4.4
montre les parties re´elle et imaginaire de ce mode. On observe des rouleaux
contra-rotatifs aligne´s selon l’axe x, qui apparaissent a` la sortie des couches
limites verticales et s’estompent a` mi-longueur de la cavite´ (x+ ≃ 0, 5). Dans
la direction y, ces rouleaux sont se´pare´s par une pe´riode spatiale Λ+ ≃ 0, 25.
88
4.2. EFFETS DU RAYONNEMENT DU GAZ ET DES PAROIS SUR LA TRANSITION
X+
Z+
0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
0.2
0.4
0.6
0.8
1
Ec
0.02
0.0135
0.007
0.0005
X+
Z+
0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
0.2
0.4
0.6
0.8
1
0.45
0.15
-0.15
-0.45
Figure 4.2 – Cas A - Ra = 3, 5 × 107. Tempe´rature moyenne 〈T+〉 et
e´nergie cine´tique moyenne
〈
u+i u
+
i /2
〉
dans le plan y+ = 0, 5. L’e´cart entre
deux isothermes est de 0, 05 et l’e´cart entre deux isovaleurs de l’e´nergie
cine´tique est de 1, 08× 10−3.
Le mode DMD conserve la syme´trie centrale 2D (e´quation (3.2)), mais brise
la syme´trie de re´flexion par rapport au plan y+ = 0, 5 (e´quation (3.3)) et la
syme´trie centrale 3D (e´quation (3.4)).
Ces rouleaux contra-rotatifs, oriente´s dans le sens de l’e´coulement, ont
e´galement e´te´ mis en e´vidence par Janssen et Henkes (1996) et de Gassowski
et al. (2003) en cavite´ cubique, et par Xin et Le Que´re´ (2012) a` partir d’une
analyse de stabilite´ line´aire de perturbations pe´riodiques dans la direction
y. La forme de ces structures ainsi que la courbure de l’e´coulement dans le
coin en sortie des couches limites, sugge`rent que la transition est lie´e a` une
instabilite´ de force centrifuge (instabilite´ de Go¨rtler (Saric, 1994)).
La de´composition en modes propres orthogonaux a e´galement e´te´ effec-
tue´e a` partir des meˆmes champs instantane´s. Les valeurs propres du spectre
POD sont obtenues par paires, ce qui est caracte´ristique des phe´nome`nes
pe´riodiques. Les deux premiers modes POD sont tre`s proches de la partie
re´elle et de la partie imaginaire du mode DMD dominant, comme cela est
e´galement note´ par (Chen et al., 2012) dans le cas d’e´volutions pe´riodiques.
4.2.2 Gaz transparent, six parois noires
Lorsque le gaz est conside´re´ transparent et que les six parois de la cavite´ sont
noires (cas C), les conditions aux limites de l’e´quation du bilan d’e´nergie
du fluide sont modifie´es. Aux parois adiabatiques, le flux radiatif est e´gal
au flux conductif. Dans cette configuration, la transition vers l’instation-
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Figure 4.3 – Cas A - Ra = 3, 5 × 107. Spectre (gauche) et amplitude
(droite) des modes dynamiques. La fre´quence du mode est obtenue selon
f+ = Im(lnλ)/(2π∆t+). Le mode dominant de fre´quence f+ = 6, 7× 10−3
est colore´ en rouge.
Figure 4.4 – Cas A - Ra = 3, 5×107. Partie re´elle (haut) et partie imaginaire
(bas) du mode dynamique dominant de fre´quence f+ = 6, 7×10−3. Surfaces
iso-valeurs de la tempe´rature du mode ζT = ±1×10−3 (gauche) et vitesse du
mode colore´e par la tempe´rature du mode dans le plan x+ = 0, 175 (droite).
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narite´ de´pend du nombre de Rayleigh, du nombre de Prandtl, du rapport
de tempe´rature ∆T/T0 et du nombre de Planck (e´quation (1.22)). Comme
de l’air a` T0 = 300 K est contenu dans la cavite´, on choisit de faire varier
uniquement le nombre de Rayleigh et la taille de la cavite´ L.
Wang et al. (2006) ont e´tudie´ la transition vers l’instationnarite´ dans
cette configuration dans le cas d’une cavite´ carre´e. Des solutions instation-
naires pe´riodiques sont obtenues dans la gamme Ra ∈ [107; 2 × 107] pour
une cavite´ de taille L = 0, 335 m, une e´missivite´ ε = 0, 2 pour les quatre
parois et une tempe´rature moyenne T0 = 293, 5 K. Pour expliquer l’origine
physique de la transition, une analogie est souligne´e entre les structures
d’e´coulement observe´es et celles rencontre´es dans les cavite´s aux parois ho-
rizontales parfaitement conductrices. Dans cette dernie`re configuration, un
profil de tempe´rature line´aire T (x) = Tc − x∆T/L est impose´ aux parois
horizontales. La paroi haute est donc refroidie, la paroi basse re´chauffe´e et
la stratification re´sultante est plus faible comme dans le cas ou` ces parois
sont noires et adiabatiques.
En cavite´ conductrice, l’analyse de stabilite´ line´aire a e´te´ mene´e par Xin
et Le Que´re´ (2001) pour Pr = 0, 71. En deux dimensions, un mode instable
de fre´quence f+ = 0, 213 est obtenu a` Ra = 2, 1 × 106. Pour des perturba-
tions pe´riodiques dans la direction transverse, un mode instable de fre´quence
f+ = 0, 190 et de longueur d’onde Λ+ = 0, 87 est de´tecte´ a` plus bas Rayleigh,
Ra = 1, 6× 106. L’origine physique de la transition est discute´e par Janssen
et Henkes (1995). Il s’agit d’une instabilite´ de type Rayleigh-Be´nard lie´e a` la
stratification thermique instable en amont des couches limites verticales. A`
partir d’un mode`le analytique simple base´ sur ce me´canisme, ils re´ussissent
a` reproduire le profil de tempe´rature dans la couche limite horizontale et a`
pre´dire la fre´quence d’oscillation des structures me´caniques et thermiques.
Ils montrent e´galement que les fluctuations d’e´nergie cine´tique sont cre´e´es
majoritairement par la force de flottabilite´. Les re´sultats obtenus en cavite´
carre´ et en cavite´ cubique sont proches en termes de nombre de Rayleigh
critique, de fre´quence d’oscillation et de structures spatiales. Les auteurs
concluent que la transition est base´e sur le meˆme me´canisme physique en
deux et trois dimensions.
Re´sultats
A` partir de la solution stationnaire obtenue a` Ra = 106 et L = 1 m, des
simulations de l’e´coulement de convection naturelle couple´ au rayonnement
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Figure 4.5 – Cas C - Ra = 5×106. E´volution temporelle de la tempe´rature
T+ au point (x+; y+; z+) = (9, 6× 10−3; 0, 5; 0, 875).
des six parois noires sont re´alise´es en augmentant le nombre de Rayleigh et
en conservant la taille de la cavite´. A` Ra = 3×106, une solution stationnaire
est obtenue mais a` Ra = 5× 106, une solution instationnaire pe´riodique de
fre´quence f+ = 0, 22 est observe´e pour l’ensemble des champs a` partir de
t+ ≃ 1700. L’e´volution temporelle de la tempe´rature T+ en un point est
donne´e sur la figure 4.5 a` titre d’illustration. A` Ra = 5 × 106 et L = 1 m,
le nombre de Planck et le rapport de tempe´rature ∆T/T0 valent respective-
ment 3, 1× 10−6 et 1, 8× 10−4.
Les champs de tempe´rature et d’e´nergie cine´tique, moyenne´s temporel-
lement entre t+ = 1900 et t+ = 2300, sont montre´s sur la figure 4.6 dans le
plan me´dian de la cavite´ y+ = 0, 5. L’effet du rayonnement des parois est
de chauffer la paroi basse, de refroidir la paroi haute et de re´duire la strati-
fication au centre de la cavite´ (§ 3.2.1). Les lignes isothermes ne sont plus
perpendiculaires a` la paroi adiabatique, ce qui cre´e des zones de stratifica-
tion instable pour 0 ≤ x+ ≤ 0, 5 pre`s de la paroi basse et pour 0, 5 ≤ x+ ≤ 1
pre`s de la paroi haute. L’e´coulement est renforce´ car le fluide est re´chauffe´
(refroidi) en amont de la couche limite verticale le long de la paroi chaude
(froide). L’expansion thermique, typique de l’e´coulement de convection na-
turelle en l’absence de transferts radiatifs (figure 4.2), disparaˆıt car la stra-
tification thermique est plus faible. Le gaz n’est plus freine´ a` la sortie de la
couche limite verticale et circule plus rapidement le long des parois haute
et basse.
92
4.2. EFFETS DU RAYONNEMENT DU GAZ ET DES PAROIS SUR LA TRANSITION
X+
Z+
0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
0.2
0.4
0.6
0.8
1
Ec
0.026
0.018
0.01
0.002
X+
Z+
0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
0.2
0.4
0.6
0.8
1
0.45
0.15
-0.15
-0.45
Figure 4.6 – Cas C - Ra = 5× 106. Tempe´rature moyenne 〈T+〉 et e´nergie
cine´tique moyenne
〈
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dans le plan y+ = 0, 5. L’e´cart entre deux
isothermes est de 0, 05 et l’e´cart entre deux isovaleurs de l’e´nergie cine´tique
est de 1, 33× 10−3.
Modes dynamiques
La de´composition en modes dynamiques est applique´e sur 100 champs ins-
tantane´s de tempe´rature et de vitesse, e´chantillonne´s a` ∆t+ = 0, 5. Le
spectre des valeurs propres ainsi que l’amplitude des modes sont repre´sente´s
sur la figure 4.7. Un mode dominant de fre´quence f+ = 0, 22 et d’accrois-
sement temporel ne´gligeable (|λ| = 0, 9999) est trouve´ et ses parties re´elle
et imaginaire sont montre´es sur la figure 4.8. Les champs de tempe´rature
et de vitesse du mode sont caracte´rise´s par des rouleaux d’axes perpendicu-
laires a` la direction de l’e´coulement. Ces structures grossissent le long des
parois horizontales, dans les zones de stratification instable, avant d’eˆtre
entraˆıne´es dans les couches limites verticales. L’origine de ces structures est
vraisemblablement lie´e a` une instabilite´ de type Rayleigh-Be´nard.
Le mode DMD conserve la syme´trie centrale 2D mais brise la syme´trie
de re´flexion par rapport au plan y+ = 0, 5 et la syme´trie centrale 3D. La
syme´trie centrale 2D est ve´rifie´e uniquement parce que les gradients de tem-
pe´rature sont faibles et les transferts radiatifs quasi-line´aires (voir § 3.2.4).
La tempe´rature au centre de la cavite´ T+(0, 5; 0, 5; 0, 5) est ne´anmoins diffe´-
rente du ze´ro nume´rique et est de l’ordre de 10−6. Les structures thermiques
apparaissent syme´triques par rapport au plan de re´flexion y+ = 0, 5 le long
des parois horizontales, puis sont de´forme´es dans la direction y lorsqu’elle
sont convecte´es dans les couches limites verticales.
La de´composition en modes propres orthogonaux a e´galement e´te´ appli-
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Figure 4.7 – Cas C - Ra = 5 × 106. Spectre (gauche) et amplitude
(droite) des modes dynamiques. La fre´quence du mode est obtenue selon
f+ = Im(lnλ)/(2π∆t+). Le mode dominant de fre´quence f+ = 0, 22 est
colore´ en rouge.
Figure 4.8 – Cas C - Ra = 5×106. Partie re´elle (haut) et partie imaginaire
(bas) du mode dynamique dominant de fre´quence f+ = 0, 22. Surfaces iso-
valeurs de la tempe´rature du mode ζT = ±0, 01 (gauche) et vitesse du mode
colorie´e par la tempe´rature du mode dans le plan y+ = 0, 5 (droite).
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Figure 4.9 – Cavite´ conductrice - Ra = 3 × 106. Tempe´rature moyenne
〈T+〉 et fluctuations de tempe´rature instantane´es T+′ dans le plan y+ =
0, 5. L’e´cart entre deux isothermes est de 0, 05 pour le champ moyen et de
1, 67× 10−2 pour le champ fluctuant.
que´e aux meˆmes champs instantane´s. A` nouveau, les deux premiers modes
POD sont tre`s proches des parties re´elle et imaginaire du mode DMD do-
minant.
Comparaison avec la cavite´ conductrice
Afin de comparer l’e´coulement transitionnel de la cavite´ rayonnante et celui
de la cavite´ conductrice, une simulation nume´rique est re´alise´e en rempla-
c¸ant les parois adiabatiques noires par des parois a` tempe´rature impose´e
T+(x+) = 0, 5−x+. A` Ra = 3×106, une solution instationnaire pe´riodique,
de fre´quence f+ = 0, 16 est obtenue. En observant le champ de tempe´ra-
ture moyen et le champ de tempe´rature fluctuant instantane´ dans le plan
y+ = 0, 5 repre´sente´ sur la figure 4.9, on peut appre´cier les similitudes avec
le cas de la cavite´ rayonnante. Le champ de tempe´rature fluctuant pre´sente
notamment les meˆmes structures thermiques que le mode POD repre´sente´
sur la figure 4.8.
Janssen et Henkes (1995) pre´disent une fre´quence d’oscillation pour
l’e´coulement en cavite´ conductrice en adaptant une relation empirique e´ta-
blie par Sparrow et al. (1970), pour des thermals ge´ne´re´s dans des couches
de fluide e´paisses et thermiquement instables
f+ = 2, 772
(
∆T+cl
Racl
)2/3
Ra1/6. (4.37)
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Figure 4.10 – Cas C - Ra = 5 × 106. Profil de tempe´rature moyenne en
x+ = 0, 5 et y+ = 0, 5. De´finition de l’e´cart de tempe´rature ∆T+cl et de
l’e´paisseur δ+cl introduits dans l’e´quation (4.38).
Pour la cavite´ carre´e, le nombre de Rayleigh e´quivalent Racl de la couche li-
mite horizontale est estime´ en moyennant un nombre de Rayleigh e´quivalent
local
Racl(x
+) =
ρ20Cpβg∆T
+
cl (x
+)δ+cl (x
+)3
µλ
, (4.38)
base´ sur l’e´paisseur de la couche limite δ+cl (x
+) de´finie par
∂ 〈T+〉
∂z+
(x+; z+ = δ+cl (x
+)) = 0, (4.39)
et sur l’e´cart de tempe´rature
∆T+cl (x
+) =
〈
T+bas
〉
(x+, z+ = 0)− 〈T+cl 〉 (x+, z+ = δ+cl (x+)), (4.40)
pour la paroi basse par exemple (∆T+cl et δ
+
cl sont repre´sente´s graphiquement
sur la figure 4.10).
Cette analyse est applique´e a` la solution instationaire obtenue pour la
cavite´ rayonnante a` Ra = 5 × 106 et a` la solution instationnaire obtenue
pour la cavite´ conductrice a` Ra = 3 × 106. La figure 4.11 compare les
profils du nombre de Rayleigh e´quivalent, de la tempe´rature
〈
T+bas
〉
et de la
tempe´rature de couche limite
〈
T+cl
〉
, pour les deux cas, dans le plan y+ =
0, 5. La principale diffe´rence concerne le profil de tempe´rature sur la paroi
basse, qui est plus proche de ze´ro dans le cas d’une paroi adiabatique noire.
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Figure 4.11 – Comparaison entre la cavite´ conductrice (parois late´rales et
horizontales parfaitement conductrices) a` Ra = 3 × 106 et le cas C (parois
horizontales et late´rales adiabatiques et noires) a` Ra = 5× 106. Nombre de
Rayleigh e´quivalent de la couche limite basse (e´quation (4.38)) et profils de
la tempe´rature de la paroi basse
〈
T+bas
〉
(x+) et de la tempe´rature de couche
limite
〈
T+cl
〉
(x+, z+ = δ+cl (x)). Re´sultats moyenne´s en temps dans le plan
y+ = 0, 5.
L’e´cart de tempe´rature ∆T+cl (x
+) entre 0 ≤ x ≤ 0, 5 est donc plus faible,
ce qui explique pourquoi le nombre de Rayleigh critique de la transition est
supe´rieur. L’e´quation (4.37) pre´dit une fre´quence f+ e´gale a` 0,19 pour la
cavite´ rayonnante et 0,18 pour la cavite´ conductrice, ce qui est proche des
re´sultats nume´riques f+ = 0, 22 (cavite´ rayonnante) et f+ = 0, 16 (cavite´
conductrice).
La transition vers l’instationnarite´ a e´te´ e´tudie´e pour une taille de cavite´ L
donne´e. Une augmentation de ce parame`tre renforcerait les effets du rayon-
nement de parois et diminuerait probablement le nombre de Rayleigh cri-
tique, sans modifier pour autant le me´canisme physique de la transition. Il
faut e´galement souligner qu’en re´gime instationnaire, le couplage instantane´
entre la conduction et le rayonnement de la paroi est peu re´aliste physi-
quement. La conduction instationnaire a` l’inte´rieur des parois late´rales et
verticales, couple´e au rayonnement des six parois de la cavite´, est prise en
compte par exemple par Xin et al. (2006, 2013).
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4.2.3 Gaz rayonnant, parois adiabatiques parfaitement re´fle´-
chissantes
Lorsque le gaz est conside´re´ rayonnant, les parois isothermes noires et les
parois adiabatiques parfaitement re´fle´chissantes (cas B), l’e´coulement de
convection naturelle est affecte´ localement par les e´changes radiatifs gaz-
gaz et gaz-parois isothermes. Les proprie´te´s radiatives re´elles de me´langes
air/H2O/CO2 sont prises en compte et le proble`me ne peut plus eˆtre adimen-
sionne´. La transition vers l’instationnarite´ de´pend du nombre de Rayleigh,
du nombre de Prandtl, de la taille de la cavite´ L et de la fraction molaire
des espe`ces absorbantes XH2O et XCO2 . On choisit par la suite de conserver
le rapport XH2O/XCO2 constant et e´gal a` 20 et seule la concentration en
vapeur d’eau sera pre´cise´e.
Re´sultats
Au chapitre pre´ce´dent, une solution stationnaire a e´te´ obtenue dans cette
configuration a` Ra = 3×107 et pour L = 1 m,XH2O = 0, 02 etXH2O/XCO2 =
20. Afin de ve´rifier si un e´tat instationnaire peut eˆtre atteint en dessous du
nombre de Rayleigh critique de transition sans rayonnement (cas A), les
effets du rayonnement du gaz peuvent eˆtre accentue´s en augmentant soit la
taille de la cavite´, soit la fraction molaire des espe`ces absorbantes. Comme
la concentration en vapeur d’eau doit rester infe´rieure au seuil de saturation
a` pression atmosphe´rique XsatH2O(300 K) = 0, 0345, on choisit d’augmenter la
taille de la cavite´ a` L = 3 m tout en conservant les concentrations initiales
et le nombre de Rayleigh. En partant de la solution stationnaire couple´e
obtenue a` L = 1 m, une solution instationnaire chaotique est trouve´e a`
Ra = 3 × 107. Le meˆme calcul est re´pe´te´ avec la taille de cavite´ L = 3 m,
mais avec des fractions molaires plus faibles : une solution instationnaire est
obtenue pour XH2O = 0, 004 et une solution stationnaire est obtenue pour
XH2O = 0, 002. Ces re´sultats sont re´sume´s dans le tableau 4.2.
La solution instationnaire obtenue a` Ra = 3 × 107 pour L = 3 m (soit
∆T = 1, 21×10−2 K) et XH2O = 0, 004 est pre´sente´e en de´tail car il s’agit de
la solution instationnaire la plus proche d’un seuil de transition parmi celles
e´tudie´es. Les champs de tempe´rature et de vitesse semblent atteindre un
e´tat instationnaire asymptotique a` partir de t+ ≃ 200, sans converger vers
une solution pe´riodique. L’e´volution temporelle du nombre de Nusselt dans
le plan x+ = 0, 5, repre´sente´e sur la figure 4.12 illustre le comportement
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Table 4.2 – Cas B - Ra = 3 × 107. Re´capitulatif des solutions obte-
nues. Le cas indique´ en gras est celui analyse´ en de´tail dans cette partie.
XH2O/XCO2 = 20.
L (m) XH2O e´tat asymptotique
1 0,02 stationnaire
3 0,02 instationnaire
3 0,004 instationnaire
3 0,002 stationnaire
200 300
t
+
34,5
35
N
u
Figure 4.12 – Cas B - Ra = 3× 107 (L = 3 m, XH2O = 0, 004). E´volution
temporelle du nombre de Nusselt Nu = −∂T+/∂x+ + u+1 T+
√
Ra, moyenne´
dans le plan x+ = 0, 5.
chaotique de la solution.
Les champs de tempe´rature et d’e´nergie cine´tique, moyenne´s temporel-
lement entre t+ = 200 et t+ = 372, sont montre´s sur la figure 4.13. Les
transferts radiatifs gaz-gaz et gaz-parois ont pour effet de diminuer la stra-
tification thermique et d’e´paissir les couches limites verticales (voir §§ 3.2.1
et 3.2.2). On n’observe pas de stratification thermique instable comme dans
le cas C car les parois adiabatiques sont parfaitement re´fle´chissantes et donc
le flux conductif y est nul. L’expansion thermique, caracte´ristique du cas A,
disparaˆıt du fait de la faible stratification.
Modes propres orthogonaux
La de´composition en modes dynamiques e´choue a` extraire les structures
cohe´rentes de l’e´coulement a` cause de la complexite´ temporelle des champs
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Figure 4.13 – Cas B - Ra = 3×107 (L = 3 m, XH2O = 0, 004). Tempe´rature
moyenne 〈T+〉 et e´nergie cine´tique moyenne 〈u+i u+i /2〉 dans le plan y+ =
0, 5. L’e´cart entre deux isothermes est de 0, 05 et l’e´cart entre deux iso-
valeurs de l’e´nergie cine´tique est de 2, 22× 10−3.
de tempe´rature et de vitesse : les modes obtenus sont tre`s sensibles a` la
pe´riode d’e´chantillonage et au nombre de snapshots.
La de´composition en modes propres orthogonaux (§ 4.1.2) est pre´fe´re´e
ici et est applique´e sur 64 champs instantane´s de tempe´rature et de vitesse,
e´chantillonne´s a` ∆t+ = 1. La figure 4.14 montre le spectre POD ainsi que
les trois premiers modes. Les valeurs propres repre´sentent l’e´nergie (fluc-
tuations au carre´) de chaque mode : 14 modes sont ne´cessaires pour capter
90 % de l’e´nergie des fluctuations dans ce cas. Pour les trois modes pre´sente´s
figure 4.14, on observe des rouleaux aligne´s dans la direction x pre`s des pa-
rois horizontales, dont la position et le nombre varient selon les modes. Les
plus gros rouleaux sont localise´s a` la sortie des couches limites verticales.
Leur taille diminue le long des parois haute et basse (pour les modes 1 et
3 principalement) et croit a` nouveau le long de parois isothermes. Tous les
modes brisent les trois syme´tries du proble`me, meˆme si le rayonnement est
toujours line´arisable. Un champ instantane´ de vitesse fluctuante colore´ par
le champ de tempe´rature fluctuante est montre´ sur la figure 4.15 dans un
plan x, ou` l’on note cinq rouleaux contra-rotatifs, localise´s arbitrairement
selon y. La puissance radiative fluctuante P+ = (∇+ ·qR+)′ correspondante
est e´galement repre´sente´e sur cette figure : les fluctuations positives de la
puissance radiative sont corre´le´es aux fluctuations positives de la tempe´ra-
ture, et re´ciproquement.
La forme des structures thermiques extraites par la POD et l’allure des
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Figure 4.14 – Cas B - Ra = 3 × 107 (L = 3 m, XH2O = 0, 004). Surfaces
iso-valeurs de la tempe´rature ζT = ±2 des trois premiers modes POD et
spectre POD.
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Figure 4.15 – Cas B - Ra = 3×107 (L = 3 m, XH2O = 0, 004). Fluctuations
de vitesse instantane´es colore´es par les fluctuations de tempe´rature (haut)
et fluctuations de la puissance radiative (bas) dans le plan x+ = 0, 42.
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champs de vitesse fluctuants sont plus proches de celles observe´es dans le
cas A que dans le cas C. A` la sortie des couches limites verticales, on iden-
tifie des rouleaux contra-rotatifs, qui re´tre´cissent le long des parois hori-
zontales mais qui persistent le long des parois isothermes. Dans le cas A,
ces rouleaux sont freine´s par l’expansion thermique et disparaissent. Ces
observations sugge`rent que le me´canisme d’instabilite´ est plutoˆt de nature
hydrodynamique que thermique. Comme pour le cas A, il pourrait s’agir
d’une instabilite´ de Go¨rtler, induite par les forces centrifuges dans le coin
a` la sortie des couches limites verticales. Le rayonnement du gaz augmente
la vitesse de l’e´coulement et accroˆıt les forces centrifuges, proportionnelles
a` ‖u‖2/R si R est le rayon de courbure de la trajectoire du fluide.
4.3 Effets du rayonnement du gaz et des parois a`
Ra=3×108
Les effets du rayonnement du gaz et des parois en re´gime faiblement turbu-
lent sont e´tudie´s a` un nombre de Rayleigh de 3×108 pour les configurations
liste´es dans le tableau 4.1. Le nombre de Rayleigh choisi est au minimum
dix foix plus grand que le nombre de Rayleigh critique de la transition vers
l’instationnarite´. Pour les cas B et C, la taille de la cavite´ est fixe´e a` L = 3 m
(soit ∆T = 1, 21 × 10−1 K) et pour le cas B, la concentration des espe`ces
absorbantes est fixe´e a` XH2O = 0, 02 et XCO2 = 0, 001. Les parame`tres des
simulations nume´riques sont donne´s et justifie´s en annexe A.
L’analyse statistique est une composante importante de l’e´tude des e´cou-
lements instationnaires, puisque seuls les re´sultats moyenne´s sont suppose´s
reproductibles (§ 4.1.3). Les simulations nume´riques instationnaires doivent
eˆtre inte´gre´es durant une longue pe´riode temporelle afin d’en e´liminer les
aspects transitoires lie´s aux conditions initiales et de disposer d’une large
pe´riode temporelle en re´gime asymptotique, repre´sentative de la moyenne
statistique. En partant de l’e´tat initial u+ = 0, p+ = 0 et T+ = 0, le re´gime
asymptotique pour le cas A est atteint a` partir de t+ ≃ 600 et les re´sultats
sont moyenne´s pendant une pe´riode ∆t+ = 300. En partant de la solution
obtenue pour le cas A a` t+ = 600, le re´gime asymptotique pour les cas B et
C est atteint a` partir de t+ ≃ 300 et les re´sultats sont moyenne´s pendant
une pe´riode ∆t+ = 200.
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Figure 4.16 – Ra = 3× 108. Champs de tempe´rature moyens sur les parois
adiabatiques (haut) et dans le plan y+ = 0, 5 (bas). L’e´cart entre deux
isothermes est de 0, 05.
4.3.1 Champs moyens
Champ de tempe´rature
Les champs de tempe´rature moyens sur les parois adiabatiques et dans le
plan me´dian y+ = 0, 5 sont repre´sente´s sur la figure 4.16. Ces champs moyen-
ne´s temporellement posse`dent des caracte´ristiques similaires a` celles obser-
ve´es sur les solutions stationnaires a` plus bas nombre de Rayleigh.
Lorsque le rayonnement n’est pas pris en compte (cas A), on retrouve le
rebond des lignes isothermes lie´ a` l’expansion du fluide, en aval des couches
limites verticales. La stratification thermique est proche de l’unite´ et les
parois haute et basse sont proches de l’isothermie.
Lorsque le gaz rayonne et que les parois adiabatiques sont parfaitement
re´fle´chissantes (cas B), l’e´mission et l’absorption locale de rayonnement ho-
moge´ne´isent le champ de tempe´rature et la stratification thermique de´croˆıt
fortement. La distribution de tempe´rature sur les parois adiabatiques suit
celle du gaz : la paroi basse est re´chauffe´e et la paroi haute est refroidie.
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Figure 4.17 – Ra = 3×108. Stratification thermique au cœur de la cavite´ :
profil de tempe´rature moyen le long de la ligne x+ = 0, 5, y+ = 0, 5.
On peut observer sur la figure 4.16 que la syme´trie de re´flexion par rap-
port au plan y+ = 0, 5 (e´quation (3.3)) est fortement brise´e sur les parois
hautes et basses. Si les syme´tries du proble`me sont naturellement brise´es
par la solution instantane´e (§ 4.2), elles devraient eˆtre ve´rifie´es par la so-
lution moyenne, statistiquement stationnaire. Cette brisure de syme´trie est
probablement due a` un manque de temps d’inte´gration et a` des fluctuations
de basse fre´quence.
Enfin, lorsque les six parois de la cavite´ sont noires et le gaz transparent
(cas C), le champ de tempe´rature sur les parois adiabatiques est impose´
par le couplage conduction/rayonnement et est quasi-line´aire selon l’axe
x autour de la valeur moyenne T+ = 0. Cela conduit a` une baisse de la
stratification thermique au cœur de la cavite´ impose´e par la conduction.
Dans ce cas, on note que les isothermes sur les parois adiabatiques sont
un peu bruite´es selon la direction y. Il s’agit d’un artefact nume´rique, qui
pourrait eˆtre e´limine´ en tenant compte de l’inertie thermique des parois (Xin
et al., 2013).
La stratification thermique moyenne au cœur de la cavite´ est mon-
tre´e plus quantitativement sur la figure 4.17. La stratification thermique
moyenne 〈S〉 au cœur de la cavite´ est e´gale a` 1, 00 (A), 0, 32 (B) et 0, 42 (C).
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Figure 4.18 – Ra = 3× 108. A` gauche : profils de vitesse verticale 〈u+3 〉 le
long des lignes y+ = 0, 5 et z+ = 0, 25, z+ = 0, 5 et z+ = 0, 75. A` droite :
profil de puissance radiative 〈P+〉 = ∇+ · 〈qR+〉 correspondant dans le
cas B.
Couches limites
La figure 4.18 montre plusieurs profils de la composante verticale de la
vitesse moyenne´e temporellement
〈
u+3
〉
, selon x+, dans le plan y+ = 0, 5 et
pour diffe´rentes hauteurs z+ a` proximite´ de la paroi chaude. Dans le cas A,
la couche limite est fine (δ+ ≃ 0, 05) en amont (z+ = 0, 25) et pre´sente une
oscillation spatiale lie´e a` l’expansion de l’e´coulement a` des hauteurs plus
e´leve´es. Dans le cas C, la couche limite est e´paissie en amont a` cause du
pre´chauffage du gaz le long de la paroi basse : un plus grand volume de fluide
est mis en mouvement. Plus haut dans la cavite´, l’e´paisseur de la couche
limite diminue mais le profil de vitesse n’oscille pas comme dans le cas A.
Dans le cas B ou` le gaz rayonne, le profil de vitesse n’atteint pas de pla-
teau et le cœur de la cavite´ est mis en mouvement. Le de´bit de fluide moyen
〈Q〉 entraˆıne´ dans la cavite´, calcule´ en inte´grant spatialement la vitesse dans
un demi-plan a` mi-hauteur
〈Q〉 =
∫ 0,5
0
∫ 1
0
〈
u+3 (x
+, y+, z+ = 0, 5)
〉
dy+dx+, (4.41)
est e´gal a` 1, 98× 10−3 (A), 5, 55× 10−3 (B) et 3, 56× 10−3 (C). Les profils
de puissance radiative, trace´s sur la figure 4.18 aux meˆmes positions que les
profils de vitesse, expliquent ce comportement. La puissance radiative est
principalement ne´gative, excepte´ pre`s de la paroi, ce qui signifie que le gaz
est absorbant plutoˆt qu’e´metteur. Elle atteint une valeur minimale en bas
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Table 4.3 – Ra = 3 × 108. Nombres de Nusselt moyenne´s en temps et sur
des plans verticaux.
Cas A B C
〈Nu(x+ = 0)〉 39, 95 35, 58 36, 52
〈Nu(x+ = 0, 5)〉 39, 95 73, 38 45, 07
〈Nu(x+ = 1)〉 39, 95 35, 58 36, 52
de la cavite´, la` ou` le gaz est plus froid et augmente avec la hauteur quand
le gaz se re´chauffe. Au cœur de la cavite´, entre x+ = 0, 25 et x+ = 0, 75, les
transferts radiatifs gaz-gaz et gaz-parois isothermes ne disparaissent pas. Ils
activent les forces de flottabilite´, mettant en mouvement le fluide loin des
parois isothermes.
Transferts de chaleur
Les nombres de Nusselt aux parois isothermes et dans le plan x+ = 0, 5 sont
aussi affecte´s par les transferts radiatifs et sont donne´s dans le tableau 4.3
pour les trois configurations. Les nombres de Nusselt moyens aux parois
chaude et froide sont syste´matiquement e´gaux : les transferts radiatifs sont
quasi-line´aires et l’e´nergie est conserve´e en moyenne. Comme a` Ra = 106,
le gradient de tempe´rature aux parois isothermes est plus faible quand le
rayonnement est pris en compte. Dans les cas B et C, le nombre de Nus-
selt dans le plan x+ = 0, 5 est diffe´rent de celui des parois isothermes et
significativement plus grand que dans le cas A, du fait du renforcement de
l’e´coulement.
Les flux radiatifs aux parois sont donne´s dans le tableau 4.4. En compa-
rant les flux radiatifs entre les cas A et B, on peut appre´cier le niveau d’ab-
sorption du gaz. L’e´cart de 0,2 % entre les flux radiatifs des parois chaude
et froide dans le cas B est lie´ au crite`re de convergence sur les flux partants
(voir §§ 2.2.3), pris e´gal a` 10−3. Les flux radiatifs aux parois horizontales et
late´rales ne sont pas nuls dans le cas C. Ne´anmoins, ces flux restent faibles
devant les flux radiatifs aux parois isothermes car la tempe´rature moyenne
de ces parois est proche de ze´ro et car le champ de tempe´rature est assez
syme´trique.
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Table 4.4 – Ra = 3× 108. Flux radiatifs aux parois moyenne´s temporelle-
ment
〈
qR+
〉
·n.
Cas A B C
x+ = 0 375,15 360,71 377,05
x+ = 1 −375,15 −360,01 −377,05
y+ = 0 0 0 0,3×10−2
y+ = 1 0 0 −0,4×10−3
z+ = 0 0 0 −13,65
z+ = 1 0 0 13,65
4.3.2 Dynamique instationnaire
Champs instantane´s
La figure 4.19 montre un champ de tempe´rature instantane´ dans un plan
x+ proche de la paroi chaude afin de visualiser les structures thermiques
au sein de la couche limite verticale. Aux meˆmes instants, est repre´sente´e
sur la figure 4.20 une iso-valeur du crite`re Q positif (§ 4.1.1), mettant en
e´vidence les structures tourbillonnaires instantane´es (le crite`re λ2 capte des
structures semblables).
Dans la couche limite verticale, les isothermes restent pratiquement ho-
rizontales pour le cas A ou` le rayonnement est ignore´. Le crite`re Q repe`re
des structures tournantes en aval de ces couches limites, suivant le rebond
de l’e´coulement moyen du fluide. Dans le cas B ou` le gaz rayonne, on ob-
serve sur la figure 4.19 des filets de gaz chauds qui s’e´coulent plus vite que
l’e´coulement moyen. Si l’on se re´fe`re aux crite`re Q, ces filets posse`dent un
axe de rotation dans la direction de l’e´coulement. Ces structures sont a` re-
lier a` celles extraites par la de´composition en modes propres orthogonaux
a` Ra = 3 × 107, proche de la transition (§ 4.2.3). Le cas C ou` les six pa-
rois rayonnent mais ou` le gaz est transparent, est le cas le plus chaotique.
Les structures thermiques et me´caniques sont nombreuses et de plus petite
taille. Elles sont oriente´es dans le sens de l’e´coulement, et non plus perpen-
diculairement a` celui-ci comme cela a e´te´ observe´ proche de la transition a`
Ra = 5× 106.
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Figure 4.19 – Ra = 3 × 108. Champ de tempe´rature instantane´ dans le
plan x+ = 0, 02, proche de la paroi chaude. L’e´cart entre deux isothermes
est de 0, 05.
Figure 4.20 – Ra = 3 × 108. Surfaces iso-valeurs du crite`re Q instantane´,
Q = 0, 3 (cas A) et Q = 3 (cas B et C) colore´ par la tempe´rature.
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Figure 4.21 – Ra = 3 × 108. E´volution temporelle du nombre de Nusselt
moyenne´ dans le plan x+ = 0, 5 et densite´ spectrale de puissance associe´e,
repre´sente´e en e´chelle logarithmique et normalise´e par son maximum.
E´volution temporelle
La figure 4.21 trace l’e´volution temporelle du nombre de Nusselt moyenne´
dans le plan x+ = 0, 5 ainsi que les densite´s spectrales de puissance de
ces signaux. Cette repre´sentation est habituellement utilise´e pour mettre en
e´vidence la fre´quence d’oscillation des ondes de gravite´ internes (Le Que´re´
et Behnia, 1998).
Les ondes de gravite´ internes apparaissent lorsqu’un milieu stratifie´ est
excite´ a` une fre´quence f ≤ fBV, ou` fBV est la fre´quence de Brunt-Va¨isa¨la¨
de´finie par
fBV =
1
2π
√
− g
ρ0
dρ
dz
, (4.42)
soit en adimensionne´ f+BV = fBVL
2/(a
√
Ra) =
√
〈S〉Pr/(2π), 〈S〉 e´tant la
stratification thermique moyenne. Ces ondes se propagent selon un angle α
par rapport a` l’horizontale tel que cosα = f/fBV, si f est la fre´quence d’ex-
citation (Gostiaux, 2006). En cavite´ diffe´rentiellement chauffe´e, les ondes
de gravite´ sont pre´sentes en re´gime transitoire et en re´gime asymptotique
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instationnaire, de`s lors qu’une instabilite´ basse fre´quence les active.
Le pic a` basse fre´quence remarquable sur les densite´s spectrales de puis-
sance de la figure 4.21 correspond probablement a` ces ondes de gravite´ et
donc a` des oscillations du cœur stratifie´. La fre´quence du pic, e´gale a` 0,085
(A), 0,060 (B) et 0,050 (C) pour chacun des cas, est a` comparer a` la fre´-
quence de Brunt-Va¨isa¨la¨, e´gale a` 0,134 (A), 0,075 (B) et 0,087 (C). On
notera cependant la pre´sence de nombreux pics a` basse fre´quence, proches
de f+ = 0, 05, dans le cas C.
Une autre fre´quence se distingue clairement sur le spectre du cas A, a`
f+ = 0, 505. Cette fre´quence est e´galement repe´re´e par Le Que´re´ et Behnia
(1998) a` Ra = 3×108 en cavite´ carre´e et correspond a` des ondes progressives
lie´es au de´collement des couches limites verticales. Dans les cas B et C,
l’e´volution temporelle du nombre de Nusselt et le spectre fre´quentiel associe´
montrent un comportement beaucoup plus chaotique et plus complexe a`
analyser.
4.3.3 Statistiques d’ordre deux
La figure 4.22 montre l’e´nergie cine´tique turbulente
〈
u+′i u
+′
i
〉
/2 ainsi que la
variance des fluctuations de tempe´rature
〈
T+′2
〉
dans le plan y+ = 0, 5 (ces
quantite´s varient peu selon la direction transverse y). La syme´trie centrale
2D de ces champs n’est pas exactement satisfaite, probablement a` cause
d’un temps de prise de moyenne insuffisant.
Dans le cas A, les fluctuations de vitesse et de tempe´rature sont unique-
ment localise´es dans les coins a` la sortie des couches limites verticales. La
forme des iso-valeurs ressemble aux structures mises en e´vidence proche de
la transition, a` Ra = 3, 5× 107. Dans les cas B et C, les maxima de ces fluc-
tuations sont un ordre de grandeur supe´rieur. L’e´nergie cine´tique turbulente
est principalement produite le long des parois isothermes puis advecte´e dans
toute la cavite´. La variance des fluctuations de tempe´rature est maximale a`
la sortie des couches limites verticales, dans les deux cas. Cependant, pour le
cas C, on note une forte augmentation des fluctuations thermiques pre`s de la
paroi haute pour 0, 5 ≤ x+ ≤ 1 et pre`s de la paroi basse pour 0 ≤ x+ ≤ 0, 5,
alors que celles-ci y sont ne´gligeables dans le cas B. Ces zones sont thermi-
quement instables, comme on peut l’observer sur le champ de tempe´rature
moyen a` Ra = 3× 108 (figure 4.16) ou a` Ra = 5× 106 (figure 4.6).
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Figure 4.22 – Ra = 3×108. E´nergie cine´tique turbulente 〈u+′i u+′i 〉 /2 (haut)
et variance des fluctuations de tempe´rature
〈
T+′2
〉
(bas) dans le plan y+ =
0, 5. Pour le cas A, l’e´cart entre deux iso-valeurs de l’e´nergie cine´tique est
1, 5 × 10−5 et l’e´cart entre deux iso-valeurs de la variance des fluctuations
de tempe´rature est 2, 5 × 10−5. Une e´chelle dix fois supe´rieure est utilise´e
pour les cas B et C.
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Table 4.5 – Ra = 3 × 108. Contributions aux bilans d’e´nergie cine´tique
du mouvement moyen (e´quation (4.29)) et du mouvement fluctuant (e´qua-
tion (4.30)), inte´gre´es en volume.
A B C
II Pr
〈
u+3
〉 〈T+〉 5, 89× 10−4 8, 77× 10−4 8, 93× 10−4
II′ Pr
〈
u+′3 T
+′〉 2, 02× 10−7 3, 70× 10−5 8, 87× 10−5
III′ = −III −
〈
u+′i u
+′
j
〉
∂〈u+i 〉
∂x+j
1, 71× 10−6 1, 16× 10−4 1, 74× 10−4
−IV Pr√
Ra
∂〈u+i 〉
∂x+j
∂〈u+i 〉
∂x+j
5, 72× 10−4 7, 34× 10−4 6, 96× 10−4
−IV′ Pr√
Ra
〈
∂u+′i
∂x+j
∂u+′i
∂x+j
〉
1, 94× 10−6 1, 63× 10−4 2, 74× 10−4
Bilans d’e´nergie cine´tique
Le tableau 4.5 reporte les contributions inte´gre´es en volume au bilan d’e´ner-
gie cine´tique du mouvement moyen (e´quation (4.29)) et au bilan d’e´nergie
cine´tique du mouvement fluctuant (e´quation (4.30)).
Le bilan global de 〈Ec(u+)〉 (4.31), traduisant l’e´quilibre entre la produc-
tion d’e´nergie cine´tique par les forces d’Archime`de et la dissipation d’e´nergie
cine´tique par viscosite´, s’e´crit II+II′+IV+IV′ = 0 en utilisant les notations
pre´ce´demment introduites (§ 4.1.3) et est ve´rifie´ a` 2,6 % (A), 1,1 % (B)
et 1,9 % (C). Le bilan de la partie moyenne Ec(〈u+〉) (II+III+IV= 0) est
ve´rifie´ a` 2,6 % (A), 3,2 % (B) et 2,6 % (C) et le bilan de la partie fluctuante
〈Ec(u+′)〉 (II′+III′+IV′=0) est ve´rifie´ a` 1,5 % (A), 6,1 % (B) et 4,4 % (C).
Ces e´carts donnent une indication sur le niveau de convergence statistique
de la solution moyenne.
Dans le cas A, les termes fluctuants II′, III′ et IV′ sont ne´gligeables
devant les termes moyens II et IV alors que dans les cas B et C qui sont
plus chaotiques, tous les termes sont approximativement du meˆme ordre de
grandeur. La production d’e´nergie cine´tique fluctuante est plutoˆt d’origine
me´canique (III′) que thermique (II′) : le ratio entre ces deux termes est e´gal
a` 8,5 (A), 3 (B) et 2 (C).
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De´composition en modes propres orthogonaux
La de´composition en modes propres orthogonaux est mene´e pour chacun
des cas a` partir de 100 champs instantane´s de vitesse et de tempe´rature,
e´chantillonne´s a` ∆t+ = 1. Les spectres POD ainsi que les surfaces iso-
valeurs de la tempe´rature des trois modes dominants sont pre´sente´s sur la
figure 4.23.
Dans le cas A, la POD extrait deux types de mode diffe´rents, caracte´rise´s
soit par des structures oriente´es dans le sens de l’e´coulement, oscillant le long
des parois horizontales (modes 1 et 3), soit par des structures longitudinales
selon l’axe y, typiques des instabilite´s de couche limite. Ces deux types de
mode ont e´galement e´te´ mis en e´vidence par Puragliesi et Leriche (2012),
qui ont applique´ la POD dans cette configuration a` Ra = 109. Le spectre
POD pre´sente une de´croissance rapide : 14 modes sont suffisants pour capter
90 % de l’e´nergie des fluctuations.
Concernant le cas B, la POD montre des re´sultats similaires a` ceux
extraits a` Ra = 3×107. Les re´sultats sont cependant plus chaotiques, comme
on peut le noter sur la forme des surfaces iso-valeurs ou sur l’allure du spectre
des valeurs propres. Les plus gros rouleaux thermiques sont toujours localise´s
le long des parois horizontales, a` la sortie des couches limites verticales.
Les modes POD du cas C posse`dent un grand nombre de structures de
taille et de forme diffe´rentes selon le mode. Ces structures sont oriente´es
dans le sens de l’e´coulement et non plus perpendiculairement a` celui-ci,
comme a` Ra = 5 × 106. La de´croissance du spectre POD est la plus lente
dans ce cas : les derniers modes contiennent encore une part significative de
l’e´nergie totale des fluctuations. L’e´coulement est le plus chaotique dans ce
cas car le nombre de Rayleigh critique de transition se situe presque deux
ordres de grandeur en dessous de Ra = 3× 108.
⋆ ⋆ ⋆
Les effets du rayonnement du gaz et des parois sur la transition vers l’insta-
tionnarite´ de l’e´coulement de convection naturelle en cavite´ cubique diffe´ren-
tiellement chauffe´e ont e´te´ e´tudie´s par la simulation nume´rique directe. La
de´composition en modes dynamiques et la de´composition en modes propres
orthogonaux ont e´te´ utilise´es pour identifier les structures cohe´rentes et
comprendre les me´canismes physiques responsables de la transition.
Lorsque les transferts radiatifs sont ignore´s, les champs de vitesse et de
tempe´rature deviennent de´pendants du temps pour un nombre de Rayleigh
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Figure 4.23 – Ra = 3×108. Surfaces iso-valeurs de la tempe´rature ζT = ±2
des trois premiers modes POD et spectre POD.
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compris entre 3, 2 × 107 et 3, 5 × 107 (Labrosse et al., 1997). Des rouleaux
contra-rotatifs, dont l’axe est dans le sens de l’e´coulement, apparaissent en
sortie des couches limites verticales et sont cre´e´s par une instabilite´ de force
centrifuge selon Janssen et Henkes (1996). Ces re´sultats ont e´te´ retrouve´s
par la simulation nume´rique a` un nombre de Rayleigh e´gal a` 3, 5× 107.
Lorsque les six parois de la cavite´ sont noires et que le gaz est transpa-
rent, une solution stationnaire a e´te´ obtenue a` Ra = 3× 106 et une solution
instationnaire pe´riodique a e´te´ obtenue a` Ra = 5 × 106 pour une cavite´ de
taille L = 1 m. Comme dans le cas de la cavite´ conductrice, le rayonnement
des parois induit une stratification thermique instable en amont des couches
limites verticales. Un me´canisme de type Rayleigh-Be´nard est a` l’origine des
fluctuations temporelles.
Lorsque le gaz rayonne et que les parois adiabatiques sont parfaitement
re´fle´chissantes, des solutions stationnaires et instationnaires ont e´te´ obtenues
a` un nombre de Rayleigh de 3×107 pour diffe´rentes compositions en vapeur
d’eau et dioxyde de carbone et pour diffe´rentes tailles de la cavite. Pour L =
3 m, XH2O = 4× 10−3 et XCO2 = 2× 10−4, une solution asymptotiquement
instationnaire et non pe´riodique est trouve´e. Comme dans le cas ou` les
transferts radiatifs ne sont pas pris en compte, on observe des rouleaux
contra-rotatifs a` la sortie des couches limites verticales, ce qui sugge`re qu’une
instabilite´ de force centrifuge soit e´galement responsable de la transition. Ces
rouleaux persistent le long des parois isothermes sous la forme de chemine´es.
Les effets du rayonnement du gaz et des parois ont e´te´ e´tudie´s en re´gime
faiblement turbulent a` nombre de Rayleigh de 3×108. En termes de champs
moyens, les comportements observe´s a` plus bas nombre de Rayleigh sont
retrouve´s dans l’ensemble. Les transferts radiatifs accentuent fortement les
aspects chaotiques et tridimensionnels de l’e´coulement.
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Chapitre 5
Mode`le de sous-maille pour
les transferts radiatifs en
milieu turbulent
L
es re´sultats nume´riques couple´s en re´gimes stationnaire et transition-
nel ont e´te´ obtenus jusqu’a` un nombre de Rayleigh de 3×108. L’investi-
gation du re´gime turbulent, pour des nombres de Rayleigh plus e´leve´s, exige
le recours a` des ressources informatiques plus importantes, car l’e´tendue des
e´chelles spatiales sur laquelle l’e´coulement varie augmente. A` un nombre de
Rayleigh de 3 × 109, la me´thode spectrale de collocation peut encore eˆtre
applique´e mais la me´thode de lancer de rayons devient impraticable avec les
moyens informatiques actuels.
Les travaux de´die´s a` la simulation nume´rique directe d’e´coulements tur-
bulents rayonnants sont effectivement rares. Wu et al. (2005) abordent un
cas simplifie´ de combustion turbulente pre´-me´lange´e, statistiquement uni-
dimensionnelle, ou` le coefficient d’absorption est pris gris et fonction de
l’avancement de la re´action. Plus re´cemment, Zhang et al. (2013) e´tudient
les transferts radiatifs instationnaires dans un e´coulement turbulent non
re´actif de gaz chauds, dont les proprie´te´s radiatives sont traite´es avec le
mode`le CK. Dans ces deux e´tudes, la me´thode de Monte Carlo est utilise´e
comme me´thode de re´fe´rence pour les calculs de rayonnement.
Deux alternatives a` la simulation nume´rique directe des e´coulements sont
la simulation en moyenne de Reynolds et la simulation aux grandes e´chelles,
base´es respectivement sur une moyenne statistique et sur un filtrage spatial
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des e´quations de Navier-Stokes. Plusieurs travaux ont e´te´ consacre´s a` une
mode´lisation du rayonnement compatible avec ces approches dont une revue
est donne´e par Coelho (2007).
Dans le cadre d’une simulation en moyenne de Reynolds, Ammouri et al.
(1994) proposent de tenir compte des effets des fluctuations turbulentes sur
les transferts radiatifs en se donnant une fonction d’autocorre´lation spatiale
des fluctuations de tempe´rature et de concentration, dont les parame`tres
sont de´duits d’un mode`le de turbulence a` six e´quations supple´mentaires.
Les fluctuations de tempe´rature et de concentration peuvent eˆtre e´galement
e´value´es ale´atoirement a` partir d’une densite´ de probabilite´ : la me´thode de
Monte Carlo est alors utilise´e pour calculer les puissances radiatives (Tesse´
et al., 2004; Wang et Modest, 2008).
Dans le cadre d’une simulation aux grandes e´chelles, Roger et al. (2010)
estiment les contributions de sous-maille du rayonnement pour une configu-
ration acade´mique. Gupta et al. (2013) re´alisent des simulations nume´riques
couple´es filtre´es spatialement en mode´lisant ces contributions par une den-
site´ de probabilite´ filtre´e. Les auteurs de ces travaux concluent que la part
non re´solue de l’e´mission de rayonnement est toujours importante alors que
la part non re´solue de l’absorption n’est significative qu’aux fortes e´paisseurs
optiques.
Le mode`le propose´ dans ce chapitre, base´ sur un filtrage spatial, vise a`
acce´le´rer les calculs de transfert radiatif dans le cadre d’un couplage avec la
simulation nume´rique directe d’un e´coulement turbulent. Dans un premier
temps, la pre´cision et l’efficacite´ du mode`le sont analyse´es dans le cas d’un
milieu gris en turbulence homoge`ne. Une application a` la convection natu-
relle est de´veloppe´e par la suite afin d’e´tudier la faisabilite´ de calculs couple´s
en cavite´ diffe´rentiellement chauffe´e a` un nombre de Rayleigh de 3 × 109.
La convection force´e de gaz de combustion dans un canal est e´tudie´e en an-
nexe B afin d’e´tendre le domaine de validite´ du mode`le a` de larges variations
de tempe´rature. Les re´sultats pre´sente´s dans ce chapitre et en annexe B ont
e´te´ repris dans une publication (Soucasse et al., 2014a).
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5.1 Formulation du mode`le
Dans un milieu non diffusant, de´limite´ par des parois diffuses, le champ de
luminance est de´termine´ par le syste`me
Ω ·∇ Iν(r,Ω) = κν(r)(I
◦
ν (T (r))− Iν(r,Ω)), (5.1)
Ipν (rp) = εν(rp)I
◦
ν (T (rp)) +
1− εν(rp)
π
∫
Ω′·n<0
Iν(rp,Ω
′)|Ω′ · n|dΩ′, (5.2)


dont la re´solution pour une fre´quence ν donne´e permet de calculer la puis-
sance radiative spectrale
Pν(r) =∇ · qRν (r) = κν(r) (4πI◦ν (r)−Gν(r)) , (5.3)
ou` Gν(r) de´signe la luminance inte´gre´e sur l’ensemble des directions Ω
Gν(r) =
∫
4π
Iν(r,Ω)dΩ, (5.4)
et e´galement le flux radiatif spectral aux parois
φν(rp) = q
R
ν ·n (rp) = εν(rp)
(
πI◦ν (rp)−
∫
Ω′·n<0
Iν(rp,Ω
′)|Ω′ · n|dΩ
)
.
(5.5)
Les expressions (5.3) et (5.5) s’e´crivent toutes deux comme la diffe´rence entre
un terme d’e´mission et un terme d’absorption. Le calcul du terme d’e´mission
a` partir des proprie´te´s locales du milieu est imme´diat tandis que le calcul
du terme d’absorption ne´cessite la re´solution du champ de luminance.
L’ide´e principale du mode`le de sous-maille est de de´composer la fonction
de Planck I◦ν (r) par un filtrage spatial, en contributions filtre´es I◦ν (r) et de
sous-maille I◦′ν (r), selon
I◦ν (r) = I◦ν (r) + I
◦′
ν (r). (5.6)
L’e´quation de transfert radiatif de´pendant line´airement de ce terme source,
la re´solution du champ de luminance se de´compose formellement en deux
sous-proble`mes
Ω ·∇
∼
Iν(r,Ω) = κν(r)(I◦ν (T (r))−
∼
Iν(r,Ω)), (5.7)
∼
I
p
ν(rp) = εν(rp)I
◦
ν (T (rp)) +
1− εν(rp)
π
∫
Ω′·n<0
∼
Iν(rp,Ω
′)|Ω′ · n|dΩ′, (5.8)


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et
Ω ·∇ I ′′ν (r,Ω) = κν(r)(I
◦′
ν (T (r))− I ′′ν (r,Ω)), (5.9)
Ip′′ν (rp) = εν(rp)I
◦′
ν (T (rp)) +
1− εν(rp)
π
∫
Ω′·n<0
I ′′ν (rp,Ω
′)|Ω′ · n|dΩ′.(5.10)


Le champ de luminance Iν(r,Ω) est obtenu en additionnant les contribu-
tions filtre´e
∼
Iν(r,Ω) et de sous-maille I
′′
ν (r,Ω) issues de la re´solution des
syste`mes (5.7)-(5.8) et (5.9)-(5.10), soit
Iν(r,Ω) =
∼
Iν(r,Ω) + I
′′
ν (r,Ω). (5.11)
Le mode`le consiste a` utiliser une me´thode de re´fe´rence pour calculer les
contributions filtre´es, et une me´thode approche´e pour calculer les contribu-
tions de sous-maille.
5.1.1 Contributions filtre´es
Le filtrage spatial vise a` lisser les variations de la fonction de Planck, afin de
discre´tiser celle-ci sur un maillage plus grossier. Si les proprie´te´s radiatives
(κν(r) et εν(r)) sont correctement repre´sente´es sur le maillage requis pour
discre´tiser I◦ν (r), alors le syste`me (5.7)-(5.8) peut eˆtre re´solu sur ce maillage
grossier avec la me´thode de lancer de rayons (§ 2.2.3). La puissance radiative
filtre´e est ensuite calcule´e selon
∼
P(r) =
∫ ∞
0
κν(r)
(
4πI◦ν (r)−
∼
Gν(r)
)
dν, (5.12)
ou`
∼
Gν(r) est de´fini par
∼
Gν(r) =
∫
4π
∼
Iν(r,Ω)dΩ. (5.13)
La re´duction du maillage entraˆıne une forte diminution du temps de
calcul nume´rique. En effet, celui-ci est directement proportionnel au nombre
de points spatiaux Nr, au nombre de directions NΩ et au nombre moyen de
cellules traverse´es par un rayon Ncc
t ∝ Nr ×NΩ ×Ncc. (5.14)
Comme NΩ ∝ N2/3r et Ncc ∝ N1/3r , le temps de calcul est proportionnel au
nombre de points spatiaux au carre´, soit t ∝ N2r .
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5.1.2 Contributions de sous-maille
Pour e´tablir le mode`le de sous-maille, on e´met les hypothe`ses suivantes :
– la luminance de sous-maille peut eˆtre de´compose´e dans l’espace de
Fourier ;
– le coefficient d’absorption est uniforme spatialement (on reviendra sur
cette hypothe`se en annexe (§ B.2)).
Sous ces hypothe`ses, la transforme´e de Fourier spatiale de l’e´quation de
transfert radiatif (5.9) s’e´crit
ιk ·Ω Iˆ ′′ν (k,Ω) = κν(Iˆ
◦′
ν (k)− Iˆ ′′ν (k,Ω)), (5.15)
ou` la transforme´e de Fourier ψˆ(k) d’une fonction ψ(r) est de´finie par
ψˆ(k) =
∫
r
ψ(r) exp(−ιk · r)dr. (5.16)
Dans l’espace de Fourier, l’inte´gration directionnelle de la luminance sur
4π ste´radians s’obtient analytiquement selon
Gˆ′′ν(k) =
∫
4π
Iˆ ′′ν (k,Ω)dΩ,
=
∫
4π
κν
κν + ιk ·Ω
Iˆ◦′ν (k)dΩ,
= 2πIˆ◦′ν (k)
κν
k
∫ k/κν
−k/κν
1− ιx
1 + x2
dx, x =
k·Ω
κν
= 4πIˆ◦′ν (k)
κν
k
arctan
(
k
κν
)
, (5.17)
ou` k est le module du vecteur d’onde k. Ce re´sultat the´orique a de´ja` e´te´
e´tabli par Spiegel (1957) et Soufiani (1991), en e´tudiant l’amortissement de
fluctuations de tempe´rature par le rayonnement.
La re´solution de l’e´quation de transfert dans l’espace de Fourier est im-
me´diate et le seul effort nume´rique consiste a` calculer la transforme´e de Fou-
rier de la luminance fluctuante I◦′ν (r) et la transforme´e de Fourier inverse
du re´sultat Gˆ′′ν(k). La puissance radiative de sous-maille s’obtient ensuite
selon
P ′′(r) =
∫ ∞
0
κν(r)
(
4πI◦′ν (r)−G′′ν(r)
)
dν. (5.18)
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En pratique, des transforme´es de Fourier discre`tes seront calcule´es sur le do-
maine spatial d’e´tude. On supposera donc la pe´riodicite´ spatiale des champs
de luminance d’e´quilibre de sous-maille I◦′ν (r) et de luminance de sous-maille
I ′′ν (r,Ω) et on ignorera la luminance de sous-maille partante des parois
Ip′′ν (rp).
Limite optiquement mince A` la limite des nombres d’ondes caracte´-
ristiques des structures optiquement minces (κν/k ≪ 1), l’e´quation (5.17)
montre que la puissance absorbe´e κνGˆ
′′
ν(k) devient ne´gligeable devant la
puissance e´mise 4πκν Iˆ
◦′
ν (k). En effet, si on conside`re un rayonnement d’e´qui-
libre pe´riodique I◦ν (s) = Aν sin(2πs/λ), de longueur d’onde λ telle que
κνλ≪ 1, la transmission de ce rayonnement s’annule sur un trajet optique
de longueur λ ∫ λ
0
κνI
◦
ν (s) exp(−κνs)ds ≃
∫ λ
0
κνI
◦
ν (s)ds ≃ 0. (5.19)
Si les fluctuations spatiales de la luminance d’e´quilibre de sous-maille sont
minces, le mode`le de sous-maille n’est pas requis. Il suffit de tenir compte
de l’e´mission exacte pour calculer la contribution des e´chelles de sous-maille
au transfert radiatif.
Limite optiquement e´paisse A` la limite des nombres d’ondes repre´-
sentant les structures optiquement e´paisses (κν/k ≫ 1), l’expression (5.17)
converge vers les re´sultats obtenus par les approximations diffe´rentielles de
l’e´quation de transfert (P1, SP3), connues pour eˆtre valides pour de grandes
e´paisseurs optiques. Les de´tails sont fournis en annexe (§ B.1).
Lorsque la contribution des e´chelles de sous-maille a` l’absorption est si-
gnificative, l’utilisation du mode`le de sous-maille est restreinte par les deux
hypothe`ses initialement e´nonce´es. L’utilisation de transforme´es de Fourier
discre`tes suppose la pe´riodicite´ des champs de rayonnement de sous-maille
qui, si elle n’est pas ve´rifie´e, entraˆınera des erreurs de calcul aux bords du
domaine. La de´pendance spatiale du coefficient d’absorption peut eˆtre ne´gli-
ge´e lorsque les gradients de tempe´rature sont faibles, comme en convection
naturelle. Dans le cas de fortes variations de tempe´rature ou de composition
des espe`ces absorbantes, la solution (5.17) n’est plus valide. Ce point est
discute´ en annexe (§ B.2), ou` un exemple d’application incluant de larges
variations de tempe´rature est e´tudie´.
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5.1.3 De´finition du filtre
Deux proce´dures de filtrage sont conside´re´es, selon que le maillage de dis-
cre´tisation est uniforme ou construit a` partir des points de collocation
Chebyshev-Gauss-Lobatto. Les de´veloppements sont pre´sente´s en 1D pour
des champs variant entre x = 0 et x = L. La ge´ne´ralisation au cas carte´sien
3D est imme´diate.
Maillage uniforme
Lorsque les champs sont discre´tise´s sur un maillage uniforme, on utilise un
filtre dans l’espace de Fourier, base´ sur la troncature des hauts modes. La
fonction de Planck I◦ν (xj), discre´tise´e aux points xj = jL/N , j = 0, . . . , N−
1, est repre´sente´e dans l’espace de Fourier discret selon
Iˆ◦ν (k
x
n) =
1
N
N−1∑
j=0
I◦ν (xj) exp(−ι2πnj/N), n = −
N
2
, . . . ,
N
2
− 1 (5.20)
ou` kxn = 2πn/L sont les nombres d’ondes discrets.
La fonction de Planck filtre´e est obtenue par une transforme´e de Fourier
inverse sur un maillage grossier de N points dans l’espace physique xj =
jL/N , en ne retenant que les modes en dessous du nombre d’onde de coupure
kxc = πN/L
I◦ν (xj) =
N/2−1∑
n=−N/2
Iˆ◦ν (k
x
n) exp(ι2πnj/N), j = 0, . . . , N − 1. (5.21)
La luminance d’e´quilibre de sous-maille est obtenue par une transforme´e de
Fourier inverse des modes restants
I◦′ν (xj) =
N/2−1∑
n=−N/2
n≥N/2 ou n<−N/2
Iˆ◦ν (k
x
n) exp(ι2πnj/N), j = 0, . . . , N−1. (5.22)
Maillage non uniforme
Lorsque les champs sont discre´tise´s sur un maillage non uniforme, construit
a` partir des points de Chebyshev-Gauss-Lobatto xj = (ξj + 1)L/2, ξj =
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cos(πj/N), la fonction de Planck posse`de un de´veloppement spectral selon
les polynoˆmes de Chebyshev
I◦ν (x) =
N∑
n=0
Iˇ◦ν, nTn(ξ). (5.23)
Les coefficients Iˇ◦ν, n associe´s au polynoˆme Tn(ξ) sont calcule´s a` partir des
valeurs I◦ν (xj) aux points de collocation selon
Iˇ◦ν, n =
N∑
j=0
I◦ν (xj)Tn(ξj)wj , n = 0, . . . , N, (5.24)
ou` wj = π/N , j = 1, . . . , N − 1, et w0 = wN = π/(2N).
Les luminances d’e´quilibre filtre´e et de sous-maille sont de´finies par une
troncature du de´veloppement Chebyshev de I◦ν selon
I◦ν (xj) =
N∑
n=0
Iˇ◦ν, nTn(ξj), j = 0, . . . , N, (5.25)
I◦′ν (xj) =
N∑
n=N+1
Iˇ◦ν, nTn(ξj), j = 0, . . . , N, (5.26)
ou` xj = (ξj + 1)L/2, ξj = cos(πj/N).
5.1.4 Imple´mentation
Les diffe´rentes e´tapes de mise en application du mode`le de sous-maille sont
repre´sente´es de manie`re sche´matique sur la figure 5.1. Elles sont de´taille´es
une a` une ci-dessous.
Filtrage On suppose que les champs de tempe´rature et de concentration
sont disponibles sur un maillage carte´sien fin, Nx ×Ny ×Nz, suffisant pour
en capter toutes les variations. La fonction de Planck filtre´e est calcule´e sur
un maillage grossier, Nx×Ny×N z, en utilisant l’e´quation (5.21) ou` (5.25),
selon le type de maillage. La fonction de Planck de sous-maille est de´duite
de la relation (5.22) ou (5.26).
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Filtrage 
Lancer de rayons 
Transformée de Fourier 
Solution analytique 
Transformée de Fourier inverse 
Interpolation 
Figure 5.1 – Principe du mode`le de sous-maille, synthe`se des principales
e´tapes. Le vecteur rj de´signe les points du maillage fin et le vecteur rj ceux
du maillage grossier.
Lancer de rayons La me´thode de lancer de rayons (§ 2.2.3) est appli-
que´e sur le maillage grossier afin de calculer la luminance inte´gre´e sur les
directions
∼
Gν(r) =
∫
4π
∼
Iν(r,Ω)dΩ. (5.27)
La puissance est calcule´e aux nœuds du maillage et non au centre des mailles.
Interpolation Le re´sultat
∼
Gν(r) est interpole´ sur le maillage fin. Dans
le cas du maillage uniforme, on utilise une interpolation cubique lagran-
gienne. Dans le cas du maillage non uniforme, on utilise une interpolation
polynomiale a` partir de la repre´sentation spectrale Chebyshev.
Transforme´e de Fourier La transforme´e de Fourier de la luminance
d’e´quilibre de sous-maille Iˆ◦′ν (k) s’obtient directement a` partir de l’e´qua-
tion (5.20) dans le cas d’un maillage uniforme. Dans le cas du maillage non
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uniforme, on utilise la quadrature de Gauss-Lobatto pour e´valuer le spectre
Fourier a` partir du champ discre´tise´ sur les points de collocation
Iˆ◦′ν (k
x
n) =
1
2
N∑
j=0
I◦′ν (xj)
√
1− ξ2j exp(−ι2πnxj/L)wj . (5.28)
La luminance Iˆ◦′ν (kxn) est calcule´e sur une grille re´gulie`re dans l’espace de
Fourier kxn = 2πn/L. Le nombre de modes Fourier requis pour de´crire la
fonction de Planck de sous-maille n’est pas de´fini a priori. Utiliser N/2
modes, correspondant a` n = −N/4, . . . , N/4 − 1 et a` un nombre d’onde
maximum de kxmax = πN/2L s’est ave´re´ suffisant (moins de 1 % d’erreur sur
la norme L2 de I◦′ν (r)).
Solution analytique L’e´quation (5.17) est utilise´e pour calculer direc-
tement la luminance inte´gre´e sur 4π ste´radians, dans l’espace de Fourier
Gˆ′′ν(k).
Transforme´e de Fourier inverse Le re´sultat G′′ν(r) est calcule´ sur le
maillage fin par la transforme´e de Fourier discre`te inverse. On rappelle qu’en
utilisant la transformation de Fourier discre`te, on suppose la pe´riodicite´ de
I◦′ν (r) et de I ′′ν (r,Ω).
La puissance radiative spectrale est obtenue sur le maillage fin en cal-
culant le terme d’e´mission de manie`re exacte et le terme d’absorption par
l’addition des contributions filtre´e et de sous-maille
∼
Gν(r) et G
′′
ν(r) selon
Pν(r) = 4πκν(r)I◦ν (r)− κν(r)(
∼
Gν(r) +G
′′
ν(r)). (5.29)
En ce qui concerne les flux radiatifs aux parois, on ne´glige la luminance
incidente de sous-maille, ce qui donne
φν(rp) = εν(rp)
(
πI◦ν (rp)−
∫
Ω′·n<0
∼
Iν(rp,Ω
′)|Ω′ · n|dΩ
)
. (5.30)
5.2 Cas d’un milieu gris en turbulence homoge`ne
L’efficacite´ et la pre´cision du mode`le de sous-maille sont tout d’abord teste´es
dans le cas d’un milieu gris caracte´rise´ par un champ de tempe´rature statis-
tiquement homoge`ne. On conside`re une cavite´ cubique de coˆte´ L, ferme´e par
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six parois diffuses parfaitement re´fle´chissantes. En milieu gris, la quantite´ a`
filtrer est la fonction de Planck inte´gre´e sur le spectre I◦(r) = σT 4(r)/π.
5.2.1 Ge´ne´ration du champ de tempe´rature
La me´thode utilise´e par Kritzstein et Soufiani (1993) est adapte´e afin d’ob-
tenir une re´alisation d’un champ de tempe´rature stochastique 3D. On choisit
des fluctuations de tempe´rature θ(r) = T (r)−T0 de moyenne nulle, d’e´cart
type Θ, qui ve´rifient statistiquement une loi de corre´lation spatiale C(r),
soit
〈θ(r)〉 = 0, (5.31)〈
θ(r)θ(r + r′)
〉
= Θ2C(r′), (5.32)
ou` 〈·〉 est la moyenne statistique qui peut eˆtre approche´e ici par la moyenne
spatiale. D’apre`s le the´ore`me de Wiener-Khintchine, l’e´quation (5.32) s’e´crit
dans l’espace de Fourier 〈
θˆ(k)θˆ∗(k)
〉
= Θ2 Cˆ(k), (5.33)
ou` ∗ de´signe le nombre complexe conjugue´.
Les fluctuations de tempe´rature sont ge´ne´re´es dans l’espace de Fourier
discret selon
θˆ(k) = ΘZ(k)
√
Cˆ(k), (5.34)
ou` Z(k) est un champ de nombres complexes ale´atoires discrets, suivant une
densite´ de probabilite´ gaussienne de variance un. La fonction de corre´lation
C(r) e´tant une fonction paire, le champ Z(k) doit satisfaire
〈Z(k)〉 = 0, (5.35)
Z(−k) = Z∗(k), (5.36)〈
Z(k)Z(k′)
〉
=
{
1 pour k′ = −k,
0 sinon,
(5.37)
afin d’obtenir un champ θ(r) a` valeurs re´elles et ve´rifiant (5.31) et (5.32).
En pratique, on introduit deux champs de nombres re´els ale´atoires dis-
crets et inde´pendants, A(k) et B(k), suivant une loi de probabilite´ gaus-
sienne de variance un, et tels que
Z(k) =
1√
2
(A(k) + ιB(k)), k 6= 0, (5.38)
Z(k) = A(k), k = 0. (5.39)
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Pour ge´ne´rer un couple de coefficients A et B ale´atoires et inde´pendants, sui-
vant une loi de probabilite´ gaussienne de variance un, on utilise la me´thode
de Box-Muller {
A =
√−2 lnU cos(2πV ),
B =
√−2 lnU sin(2πV ), (5.40)
ou` U et V sont deux nombres ale´atoires inde´pendants tire´s uniforme´ment
entre 0 et 1.
Une fonction de corre´lation exponentielle C(r) = exp(−‖r‖/Λ), ou` Λ
correspond a` l’e´chelle inte´grale des fluctuations, est adopte´e. La cavite´ cu-
bique est discre´tise´e avec un maillage uniforme de N = 320 points dans
chaque direction x, y et z. Le spectre Fourier de θ(r) est tronque´ a` kxmax =
kymax = kzmax = πN/(2L). La tempe´rature moyenne et l’e´cart type des fluc-
tuations sont fixe´s a` T0 = 500 K et Θ = 50 K.
5.2.2 Re´sultats pour diffe´rents niveaux de filtre
Dans un premier temps, un milieu d’e´paisseur optique κL = 25 et d’e´chelle
inte´grale Λ/L = 0, 05 est conside´re´. En utilisant le filtre Fourier de´fini par
l’e´quation (5.21), la luminance d’e´quilibre I◦(r) = σT 4(r)/π est filtre´e et
discre´tise´e sur des maillages grossiers de N = 160, 80 et 40 points dans
chaque direction. Le niveau de filtre N/N repre´sente le ratio entre le plus
haut nombre d’onde πN/2L et le nombre d’onde de coupure du filtre πN/2L.
Pour les calculs de lancer de rayons, la taille du maillage est re´duite d’un
facteur (N/N)3.
La figure 5.2(a) montre la distribution de la puissance radiative P+ =
∼
P
+
+P+′′ pour diffe´rents niveaux de filtre selon les lignes y+ = z+ = 0, 5. Les
puissances radiatives sont adimensionne´es ici par 4κσT 40 . Sont aussi trace´s
sur cette figure la puissance radiative filtre´e
∼
P
+
calcule´e avec la me´thode de
lancer de rayons sur le maillage grossier, la puissance radiative de sous-maille
P+′′ e´value´e par le mode`le, et l’e´cart relatif entre le re´sultat final et un calcul
de re´fe´rence (me´thode de lancer de rayons applique´e sur le maillage fin, sans
utiliser le mode`le de sous-maille). Comme la puissance radiative nette peut
eˆtre nulle, les e´carts relatifs peuvent eˆtre infinis. On pre´fe`re repre´senter les
e´carts absolus, normalise´s par la norme L2 de la puissance radiative de
re´fe´rence ‖P+ref‖, e´gale a` 0, 2046 dans ce cas.
La puissance radiative pre´sente de fortes fluctuations autour de ze´ro,
comme le champ de tempe´rature est statistiquement isotherme. Les e´carts
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Figure 5.2 – Cas d’un milieu gris en turbulence homoge`ne. (a) Puissance
radiative totale, filtre´e et de sous-maille et e´carts absolus normalise´s avec le
calcul de re´fe´rence ; profils a` y+ = 0, 5 et z+ = 0, 5. (b) Meˆmes profils pour la
puissance radiative absorbe´e. Les puissances radiatives sont adimensionne´es
par 4κσT 40 et et les e´carts absolus sont normalise´s par ‖P+ref‖ = 0, 2046 et
‖P+refa ‖ = 1, 0808.
entre les solutions obtenues pour diffe´rents niveaux de filtre ne sont pas per-
ceptibles sur la figure 5.2. En observant les parties filtre´e et de sous-maille,
on observe que le filtre lisse efficacement les fluctuations de la puissance
radiative : quand le niveau de filtre augmente, la puissance radiative filtre´e
diminue et la puissance radiative de sous-maille tend vers la puissance ra-
diative totale. Pour les trois niveaux de filtre conside´re´s, la contribution de
sous-maille est significative et sa mode´lisation ne´cessaire. Les e´carts absolus
montre´s sur la figure 5.2(a) augmentent quand le niveau de filtre augmente.
Ces e´carts sont tre`s faibles, de l’ordre de quelques pour cent de ‖P+ref‖,
excepte´ pre`s des parois a` x+ = 0 et x+ = 1 pour le plus haut niveau de
filtre N/N = 8. Les erreurs pre`s des parois proviennent de la de´composition
du terme source radiatif dans l’espace de Fourier et de l’hypothe`se de pe´-
riodicite´ sous-jacente : la luminance de sous-maille partante des parois est
ne´glige´e. Ne´anmoins, l’utilisation d’un maillage non uniforme, raffine´ pre`s
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des parois, permet de limiter cet inconve´nient (se reporter au § 5.3).
La figure 5.2(b) montre les meˆmes distributions que la figure 5.2(a) mais
pour la puissance absorbe´e, qui est la quantite´ effectivement mode´lise´e. La
puissance e´mise, quantite´ de´terministe et locale, est calcule´e exactement a`
partir du champ de tempe´rature sur le maillage fin. On note que la puis-
sance absorbe´e posse`de de plus larges structures que la puissance totale. En
effet, alors que l’e´mission suit directement les fluctuations du champ de tem-
pe´rature, l’absorption est lisse´e par l’extinction du rayonnement provenant
de tout point du domaine. La puissance absorbe´e de sous-maille n’est pas
ne´gligeable : le mode`le de sous-maille est requis pour calculer pre´cise´ment
la puissance radiative. Les e´carts avec les calculs de re´fe´rence, trace´s sur
la figure 5.2(b), sont normalise´s par la norme de la puissance absorbe´e de
re´fe´rence ‖P+refa ‖ = 1, 0808 et ne de´passent pas 3,3 %, 1,5 %, et 0,4 % pour
N/N =8, 4, et 2 respectivement.
Afin d’e´valuer plus finement la pre´cision du mode`le, une analyse se´-
pare´e des contributions filtre´e et de sous-maille est mene´e. Les puissances
radiatives totale, filtre´e et de sous-maille sont compare´es sur la figure 5.3 a`
leur calcul de re´fe´rence respectif (me´thode de lancer de rayons, applique´e
sur le maillage fin, a` partir du terme source I◦, I◦ ou I◦′). Le niveau de
filtre est N/N = 4. Excepte´ pre`s des parois, le calcul de la puissance fil-
tre´e induit plus d’erreurs que le calcul de la puissance de sous-maille. La
me´thode de lancer de rayons est certes conside´re´e comme une re´fe´rence,
mais sa pre´cision de´croˆıt avec le niveau de filtre, quand l’e´paisseur optique
de la maille e´le´mentaire augmente. Par ailleurs, l’interpolation (cubique la-
grangienne) du re´sultat sur le maillage fin, est e´galement source d’erreur et
peut expliquer les motifs pe´riodiques remarquables sur les e´carts montre´s
sur la figure 5.3. Ces e´carts restent tout de meˆme satisfaisants, leur norme
est e´gale a` ‖
∼
P
+
−
∼
P
+ref
‖/‖
∼
P
+ref
‖ = 2, 45 × 10−2. Concernant la partie de
sous-maille, les e´carts sont uniquement localise´s sur une fine couche pre`s des
parois, d’e´paisseur δ ∼ 1/κ : le mode`le de sous-maille est exact de`s lors que
le milieu ne voit pas les frontie`res du domaine.
Enfin, la de´composition de la puissance radiative est analyse´e dans l’es-
pace de Fourier. Le nombre d’onde de coupure du filtre est mis en e´vidence
sur la figure 5.4 ou` sont trace´es les densite´s spectrales des puissances radia-
tives de re´fe´rence, filtre´e et de sous-maille. Ces spectres unidimensionnels
sont obtenus par inte´gration sphe´rique du spectre Fourier tridimensionnel
130
5.2. CAS D’UN MILIEU GRIS EN TURBULENCE HOMOGE`NE
Figure 5.3 – Cas d’un milieu gris en turbulence homoge`ne. De gauche a`
droite : puissance radiative totale, filtre´e et de sous-maille (haut) et e´carts
absolus avec la puissance de re´fe´rence correspondante (bas). Coupes a` x+ =
0, 25, 0 < y+ < 0, 3 et 0 < z+ < 0, 3. Le niveau de filtre est N/N = 4.
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Figure 5.4 – Cas d’un milieu gris en turbulence homoge`ne. Densite´ spec-
trale Fourier de la puissance radiative (unite´ arbitraire) pour diffe´rents ni-
veaux de filtre. De gauche a` droite : N/N = 8, N/N = 4 et N/N = 2. Les
spectres unidimensionnels sont obtenus par inte´gration sphe´rique.
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correspondant
D(k) = 1
4π
∫
4π
D(k, ϑ, ϕ) sinϑdϑdϕ, (5.41)
ou` D(k) est la densite´ spectrale unidimensionnelle et D(k, ϑ, ϕ) la densite´
spectrale en coordonne´es sphe´riques. A` chaque niveau de filtre N/N = 2, 4
et 8, est associe´ un nombre d’onde de coupure kcL/2π e´gal a` 40, 20 et 10,
respectivement. Pour les nombres d’onde plus petit que kc, seule la contri-
bution de sous-maille est rigoureusement nulle. Pour les nombres d’onde
compris entre kc et
√
3 kc, les parties filtre´e et de sous-maille sont toutes
deux significatives, le filtre e´tant cubique et non sphe´rique dans l’espace des
vecteurs d’onde. Pour les nombres d’onde plus grand que
√
3 kc, la contribu-
tion filtre´e devient ne´gligeable (la faible e´nergie restante dans le signal est
cre´e´e artificiellement par l’interpolation). La somme des densite´s spectrales
des puissances filtre´e et de sous-maille reproduit correctement la densite´
spectrale de la puissance de re´fe´rence, les diffe´rences e´tant infe´rieures a` 7 %
de la valeur maximale.
5.2.3 Influence de l’e´paisseur optique et de l’e´chelle inte´grale
Les calculs de transferts radiatifs sont re´pe´te´s pour diffe´rentes valeurs de
l’e´paisseur optique κL et de l’e´chelle inte´grale adimensionne´e Λ/L des fluc-
tuations de tempe´rature, afin d’en analyser l’effet sur la pre´cision du mode`le
de sous-maille. Les e´carts absolus moyens de la puissance radiative avec les
calculs de re´fe´rence sont donne´s dans le tableau 5.1. Le niveau de la puis-
sance radiative de sous-maille, repre´sentatif de l’erreur que l’on obtiendrait
si l’on ne´gligeait cette contribution, est e´galement donne´ dans ce tableau.
Dans un premier temps, les effets de l’e´paisseur optique sont discute´s
pour une e´chelle inte´grale Λ/L donne´e, e´gale a` 0,05. Pour la plus faible
e´paisseur optique conside´re´e (κL = 1), les e´carts obtenus sont tre`s faibles
(voir tableau 5.1). En effet, lorsque les plus petites e´chelles filtre´es sont
minces (2πκ/kc ≪ 1), la puissance absorbe´e de sous-maille devient ne´gli-
geable devant la puissance absorbe´e filtre´e (P+′′a ≪
∼
P
+
a ). Il suffit dans ce
cas de prendre en compte l’e´mission exacte pour calculer le rayonnement
des e´chelles de sous-maille. En comparant le cas κL = 50 et le cas κL = 25
(analyse´ en de´tail au § 5.2.2), on constate que les erreurs augmentent avec
l’e´paisseur optique. D’une part, la pre´cision de la me´thode de lancer de
rayons se de´grade et, d’autre part, l’hypothe`se de pe´riodicite´ conduit a` de
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Table 5.1 – Cas d’un milieu gris en turbulence homoge`ne. E´carts absolus
moyens ‖P+ − P+ref‖/‖P+ref‖ pour diffe´rentes valeurs de l’e´paisseur op-
tique κL, de l’e´chelle inte´grale Λ/L et du niveau de filtre N/N . Les valeurs
entre parenthe`ses indiquent le niveau de la puissance radiative de sous-maille
‖P+′′‖/‖P+ref‖.
κL Λ/L N/N = 2 N/N = 4 N/N = 8
1 0, 05 6, 52× 10−4 1, 15× 10−3 2, 59× 10−3
(5, 19× 10−2) (1, 49× 10−1) (3, 26× 10−1)
25 0, 05 7, 82× 10−3 2, 29× 10−2 5, 07× 10−2
(1, 52× 10−1) (3, 82× 10−1) (6, 64× 10−1)
50 0, 05 1, 78× 10−2 4, 65× 10−2 8, 37× 10−2
(2, 43× 10−1) (5, 42× 10−1) (8.10× 10−1)
25 0.1 7, 59× 10−3 2, 26× 10−2 5, 24× 10−2
(1, 34× 10−1) (3, 38× 10−1) (6, 00× 10−1)
plus larges e´carts pre`s des parois quand le milieu est e´pais.
Pour une e´paisseur optique donne´e (κL = 25), augmenter l’e´chelle inte´-
grale des fluctuations de tempe´rature n’a pas d’effets significatifs. La pre´ci-
sion du mode`le n’est pas sensible a` l’e´chelle inte´grale de`s que celle-ci appar-
tient aux e´chelles filtre´es (Λ & 2π/kc).
5.2.4 Temps de calcul
Le mode`le de sous-maille permet d’e´conomiser un temps de calcul important
comparativement a` la me´thode de lancer de rayons applique´e a` toutes les
e´chelles thermiques. Les re´sultats pre´ce´dents ont e´te´ obtenus avec un facteur
d’acce´le´ration de 14, 150 et 780 pour les niveaux de filtre N/N = 2, 4 et 8.
Cette acce´le´ration des calculs, d’un facteur de l’ordre de 2(N/N)3, est lie´e
a` la re´duction du maillage dans la me´thode de lancer de rayons sachant que
le meˆme nombre de directions a e´te´ choisi pour les trois niveaux de filtre.
Les couˆts de calcul de la transforme´e de Fourier 3D et des interpolations
sont ne´gligeables.
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5.2.5 Conclusion sur la pre´cision du mode`le
D’apre`s les re´sultats obtenus pour diffe´rents niveaux de filtre N/N et diffe´-
rentes e´paisseurs optiques κL, le parame`tre cle´ qui controˆle la pre´cision du
mode`le est l’e´paisseur optique correspondant a` la longueur d’onde de cou-
pure 2πκ/kc. Lorsque la longueur d’onde de coupure est mince 2πκ/kc ≪ 1,
le terme d’absorption de sous-maille devient ne´gligeable et il suffit de prendre
en compte l’e´mission exacte pour calculer correctement le rayonnement des
e´chelles de sous-maille. Lorsque l’e´paisseur optique de la longueur d’onde de
coupure augmente, le mode`le de sous-maille devient ne´cessaire et conduit a`
des re´sultats satisfaisants. La pre´cision globale des calculs se de´grade au fur
et a` mesure que 2πκ/kc augmente, pour deux raisons. La me´thode de lan-
cer de rayons est moins pre´cise quand les mailles e´le´mentaires sont e´paisses
et le mode`le de sous-maille ge´ne`re des erreurs a` proximite´ des parois, sur
une distance caracte´ristique de l’ordre de 1/κ. Ces erreurs sont ne´anmoins
acceptables dans le cadre de calculs couple´s tant que l’e´paisseur optique du
nombre d’onde de coupure 2πκ/kc reste de l’ordre de l’unite´.
Les deux parame`tres sans dimension, reliant les transferts radiatifs aux
e´chelles de la turbulence, sont l’e´paisseur optique de l’e´chelle de Kolmogo-
rov κη et l’e´paisseur optique de l’e´chelle inte´grale κΛ. Dans la plupart des
situations, l’e´chelle de Kolmogorov est mince et n’affecte pas la pre´cision du
mode`le. Si cette e´chelle e´tait e´paisse, d’autres mode`les de transfert radiatif
comme l’approximation P1 ou l’approximation de Rosseland, seraient plus
pertinents. Concernant l’e´chelle inte´grale, les re´sultats ont montre´ qu’elle
n’influe pas sur la pre´cision du mode`le de`s lors que celle-ci appartient aux
e´chelles filtre´es (Λ & 2π/kc).
Ces conclusions sont cependant restreintes au cas d’un milieu gris. Dans
le cas d’un gaz, le coefficient d’absorption, et donc l’e´paisseur optique des
e´chelles caracte´ristiques de l’e´coulement, varient de plusieurs ordres de gran-
deur avec la fre´quence ν.
5.3 Application a` la convection naturelle
L’efficacite´ et la pre´cision du mode`le de sous-maille sont maintenant teste´es
pour calculer les transferts radiatifs dans la cavite´ cubique diffe´rentiellement
chauffe´e remplie d’un me´lange air/H2O/CO2. Par rapport au cas pre´ce´dent,
le maillage spatial est construit a` partir des points de Chebyshev-Gauss-
Lobatto pour discre´tiser les couches limites et le me´lange de gaz rayonnant
134
5.3. APPLICATION A` LA CONVECTION NATURELLE
Figure 5.5 – Cas de la convection naturelle. Iso-surfaces de la tempe´rature
instantane´e dans la cavite´ cubique diffe´rentiellement chauffe´e a` Ra = 3×109,
sans rayonnement. Les iso-valeurs sont 299, 6−299, 8−300, 2−300, 4 K avec
Tc = 300, 6075 et Tf = 299, 3925 K (air a` T0 = 300 K, L = 3 m).
n’est plus gris. Compte tenu des faibles e´carts de tempe´rature entre les
parois chaude et froide, le coefficient d’absorption est suppose´ uniforme.
Les calculs de rayonnement sont entrepris a` partir d’un champ de tempe´-
rature non couple´, obtenu avec le code spectral a` Ra = 3×109 et Pr = 0, 707
en re´gime asymptotique (t+ = 200), et repre´sente´ sur la figure 5.5 (cas A,
§ 6.1). A` ce nombre de Rayleigh, une instabilite´ se de´veloppe dans les couches
limites le long des parois isothermes sous la forme de rouleaux oriente´s selon
la direction y. Ces rouleaux sont transporte´s verticalement et se cassent en
structures plus fines, quasiment isotropes, contre les parois horizontales. Le
cœur de la cavite´ reste immobile. Le champ de tempe´rature est discre´tise´
par N = 320 points de Chebyshev-Gauss-Lobatto dans chaque direction x,
y et z.
Les parois isothermes sont prises noires et les parois adiabatiques par-
faitement re´fle´chissantes. La taille de la cavite´ est fixe´e a` L = 3 m et les
concentrations des espe`ces actives a` XH2O = 0, 02 et XCO2 = 0, 001. La
tempe´rature moyenne est de T0 = 300 K et l’e´cart de tempe´rature entre les
parois chaude et froide de ∆T = 1, 21 K.
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5.3.1 Mode`le de sous-maille pour un milieu non gris
La de´pendance spectrale du coefficient d’absorption du me´lange air/H2O/
CO2 est prise en compte par le mode`le ADF (voir § 1.3.2). Pour ame´liorer la
pre´cision du calcul dans cette configuration quasi-isotherme, on utilise e´gale-
ment les luminances modifie´es (introduites § 2.2.1). Dans ce cadre, l’e´quation
de transfert radiatif (e´quation (1.38)) est re´solue pour chaque classe ADF
i afin de calculer le champ de luminance Ii(r,Ω). La luminance d’e´quilibre
I◦i (r) associe´e se de´compose par filtrage spatial Chebyshev (e´quation (5.25))
selon
aiσ
π
(T 4(r)− T 4s )︸ ︷︷ ︸
I◦i (r)
=
aiσ
π
(T 4(r)− T 4s )︸ ︷︷ ︸
I◦i (r)
+
aiσ
π
(T 4)′(r)︸ ︷︷ ︸
I◦′i (r)
. (5.42)
La tempe´rature de shift e´tant une constante, elle est e´limine´e par le filtre
Chebyshev et n’apparaˆıt pas dans l’expression de la luminance d’e´quilibre
de sous-maille.
Suivant la me´thodologie de´veloppe´e au paragraphe 5.1.4, la contribution
filtre´e a` la luminance inte´gre´e sur 4π ste´radians
∼
Gi(r) est calcule´e par la
me´thode de lancer de rayons et la contribution de sous-maille G′′i (r) est
calcule´e dans l’espace de Fourier par
Gˆ′′i (k) =
∫
4π
Iˆ ′′i (k,Ω)dΩ = 4σai(̂T 4)′(k)
κi
k
arctan
(
k
κi
)
. (5.43)
La puissance radiative est calcule´e en sommant la contribution de chaque
classe ADF i selon
P(r) =
NADF∑
i=1
κi
(
aiσ
π
(T 4(r)− T 4s )− (
∼
Gi(r) + G′′i (r))
)
. (5.44)
5.3.2 Re´sultats
Le champ de tempe´rature pre´sente des structures thermiques de petite taille,
a` la sortie des couches limites verticales. Ces structures thermiques ne sont
pas optiquement minces pour toutes les fre´quences, d’apre`s le spectre d’ab-
sorption du me´lange et la taille de la cavite´. Dans ces re´gions, on s’attend
donc a` une contribution de sous-maille significative. Partout ailleurs dans la
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cavite´, et plus particulie`rement dans le cœur, les fluctuations de tempe´rature
(et donc la puissance radiative de sous-maille) disparaissent.
Les re´sultats pour un niveau de filtre de N/N = 4 (soit pour la me´thode
de lancer de rayons, un maillage grossier de N = 80 points de Gauss-Lobatto
dans chaque direction) sont repre´sente´s sur la figure 5.6 pour un plan dans
la couche limite turbulente a` proximite´ de la paroi chaude. La puissance
radiative pre´sente les meˆmes motifs que le champ de tempe´rature et est
principalement ne´gative a` cause du rayonnement incident provenant de la
paroi chaude. La contribution de sous-maille est proche de ze´ro en moyenne,
mais montre de fortes oscillations avec des valeurs maximales du meˆme
ordre de grandeur que la puissance radiative totale. Les erreurs montre´es
sur la figure 5.6 indiquent un bon accord entre le re´sultat du mode`le et le
calcul de re´fe´rence (a` nouveau, la me´thode de lancer de rayons applique´e
sur le maillage fin). Plus pre´cise´ment, l’e´cart moyen normalise´ est ‖P −
Pref‖/‖Pref‖ = 0, 018.
Les re´sultats obtenus pour un milieu gris et un maillage uniforme, dis-
cute´s § 5.2, montraient une de´gradation de la pre´cision pre`s des parois, lie´e
a` l’hypothe`se de pe´riodicite´. Ce proble`me n’est plus rencontre´ ici graˆce au
raffinement pre`s des bords apporte´ par les points de Gauss-Lobatto. La fi-
gure 5.7 trace la puissance radiative pre`s de la paroi chaude selon la ligne
y = 1, 5 m, z = 2, 56 m, avec ses contributions filtre´e et de sous-maille
ainsi que les e´carts avec le calcul de re´fe´rence. Pre`s de la paroi, la puissance
radiative de sous-maille tend vers ze´ro et le mode`le n’est plus requis dans
cette re´gion.
Les luminances de sous-maille incidentes aux parois ont e´te´ ne´glige´es
dans les de´veloppements du mode`le. Cette hypothe`se n’a que peu d’effets
sur le calcul des flux radiatifs. La figure 5.8 pre´sente le flux radiatif a` la
paroi chaude, calcule´ sur le maillage grossier puis interpole´ sur le maillage
fin et les e´carts correspondants avec le calcul de re´fe´rence. On note que le
flux radiatif est lisse spatialement : le flux e´mis est uniforme et une large
partie du flux absorbe´ provient du flux e´mis par la paroi oppose´e qui n’est
pas sensible aux fluctuations de la luminance dans le milieu. L’e´cart moyen
normalise´ est e´gal a` ‖φ − φref‖/‖φref‖ = 1, 5 × 10−3 et 9, 9 × 10−4 pour
les parois chaude et froide, respectivement. Les faibles e´carts visibles sur la
figure 5.8 sont principalement dus a` l’interpolation.
Avec le mode`le de sous-maille, le temps de calcul est 120 fois plus court
que pour le calcul de re´fe´rence, pour le niveau de filtre conside´re´ N/N = 4.
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Figure 5.6 – Cas de la convection naturelle. De haut en bas : tempe´rature,
puissance radiative totale, filtre´e, de sous-maille et e´carts absolus avec le
calcul de re´fe´rence. Plan dans la couche limite, pre`s de la paroi chaude en
haut de la cavite´ a` x = 0, 0138 m, 0 < y < 3 m et 2, 1 < z < 3 m. Le niveau
de filtre est N/N = 4. Le champ de tempe´rature a e´te´ obtenu par un calcul
de convection naturelle sans rayonnement a` Ra = 3× 109 (cas A, § 6.1).
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Figure 5.7 – Cas de la convection naturelle. Profil de puissance radiative
dans la couche limite, a` proximite´ de la paroi chaude selon la ligne y = 1, 5 m
et z = 2, 56 m.
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Figure 5.8 – Cas de la convection naturelle. Flux radiatif a` la paroi chaude
(gauche) et e´carts a` la re´fe´rence (droite).
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⋆ ⋆ ⋆
Un mode`le de sous-maille pour les transferts radiatifs a e´te´ propose´ afin
d’acce´le´rer les calculs de rayonnement dans le cadre d’un couplage avec la
simulation nume´rique directe d’un e´coulement turbulent. Cette approche,
base´e sur un filtrage spatial, consiste a` utiliser la me´thode de lancer de
rayons sur un maillage grossier pour calculer les contributions filtre´es, et une
me´thode analytique dans l’espace de Fourier pour calculer les contributions
de sous-maille.
L’efficacite´ et la pre´cision du mode`le ont d’abord e´te´ e´value´es sur un
champ de tempe´rature stochastique statistiquement homoge`ne. L’acce´le´ra-
tion du temps de calcul est lie´e au facteur de re´duction de maillage pour
la me´thode de lancer de rayons. La pre´cision des re´sultats est controˆle´e par
l’e´paisseur optique correspondant a` la longueur d’onde de coupure du filtre
2πκ/kc : les erreurs sont limite´es a` quelques pour cent tant que 2πκ/kc reste
de l’ordre de ou infe´rieur a` l’unite´.
Le mode`le a ensuite e´te´ teste´ sur un champ de tempe´rature instantane´
repre´sentatif de la convection naturelle turbulente en cavite´ cubique diffe´-
rentiellement chauffe´e. Les re´sultats obtenus sont suffisamment pre´cis et le
temps de calcul suffisamment rapide pour envisager des calculs de trans-
ferts radiatifs couple´s a` la simulation nume´rique directe de l’e´coulement de
convection naturelle a` un nombre de Rayleigh de 3× 109.
Pour e´tablir le mode`le de sous-maille, le coefficient d’absorption a e´te´
suppose´ spatialement uniforme. Le cas d’un e´coulement de convection force´e
de gaz chauds, ou` cette hypothe`se n’est pas ve´rifie´e, est traite´ en annexe B.
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Chapitre 6
Simulations couple´es en
re´gime turbulent
G
raˆce au mode`le de sous-maille pour les transferts radiatifs pre´sente´
au chapitre pre´ce´dent, des simulations nume´riques couple´es, ou` toutes
les e´chelles spatiales et temporelles sont re´solues, ont pu eˆtre entreprises
a` un nombre de Rayleigh de 3 × 109. La simulation nume´rique directe de
l’e´coulement n’est cependant pas envisageable pour l’e´tude des nombres de
Rayleigh supe´rieurs, compte tenu des ressources informatiques disponibles
aujourd’hui. A` Ra = 3 × 109, un gigaoctet de me´moire est ne´cessaire pour
stocker les champs de tempe´rature et de vitesse instantane´s. La quantite´ de
donne´es a` traiter pour des nombres de Rayleigh supe´rieurs deviendrait trop
importante.
Dans ce contexte, la simulation aux grandes e´chelles de l’e´coulement, qui
cherche a` reproduire l’e´volution de grandeurs filtre´es spatialement, est une
alternative inte´ressante car les maillages spatiaux requis sont plus larges.
Les petites e´chelles de l’e´coulement ne sont pas re´solues mais leur impact
sur la dynamique de l’e´coulement doit eˆtre mode´lise´. Dans le cas de la cavite´
diffe´rentiellement chauffe´e et lorsque les transferts radiatifs ne sont pas pris
en compte, Barhaghi et Davidson (2007), Sergent et al. (2013) ou encore
Trias et al. (2013) ont re´alise´ des simulations aux grandes e´chelles pour des
nombres de Rayleigh base´s sur la hauteur de la cavite´ compris entre 109 et
5×1010. D’autres auteurs ont couple´ la simulation aux grandes e´chelles de la
convection naturelle avec le rayonnement des parois (Barhaghi et Davidson,
2009) ou avec le rayonnement des gaz (Capdevila et al., 2011), en ne´gligeant
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Table 6.1 – Configurations e´tudie´es.
Cas A B C
Parois isothermes ε = 1 ε = 1 ε = 1
Parois adiabatiques ε = 0 ε = 0 ε = 1
Gaz Transparent Rayonnant Transparent
les effets non line´aires induits par le filtrage spatial.
Les re´sultats de simulation, obtenus a` Ra = 3 × 109 en couplant la
simulation nume´rique directe de l’e´coulement et le mode`le de sous-maille
pour les transferts radiatifs e´tabli au chapitre 5, sont tout d’abord discute´s
(§ 6.1). Une mode´lisation pour la simulation aux grandes e´chelles de la
convection naturelle turbulente est ensuite propose´e et valide´e (§ 6.2). La
prise en compte des transferts radiatifs dans le cadre de cette approche n’est
pas traite´e et fera l’objet de travaux futurs.
6.1 Effets du rayonnement du gaz et des parois a`
Ra=3×109
Les effets du rayonnement du gaz et des parois en re´gime turbulent sont
e´tudie´s a` un nombre de Rayleigh de 3×109 pour les configurations rappele´es
dans le tableau 6.1. Comme pour les simulations a` Ra = 3× 108 (§ 4.3), la
taille de la cavite´ est fixe´e a` L = 3 m (soit ∆T = 1.21 K) dans les cas B
et C et la concentration des espe`ces absorbantes est fixe´e a` XH2O = 0, 02
et XCO2 = 0, 001 dans le cas B. Les parame`tres des simulations nume´riques
sont donne´s et justifie´s en annexe A.
Dans la version initiale du code couple´ (§ 2.3), le maillage radiatif e´tait
choisi deux fois plus gros que le maillage convectif. Avec le mode`le de sous-
maille, le maillage convectif et le maillage radiatif fin sont identiques dans
les directions x et y. A` cause de la paralle´lisation du code de convection
par de´composition de domaine, les maillages diffe`rent dans la direction z
(maillage Gauss-Lobatto dans chacun des domaines pour la convection,
maillage Gauss-Lobatto unique pour le rayonnement). Pour communiquer
les champs de tempe´rature et de puissance radiative d’un code de calcul a`
l’autre, une interpolation spatiale, exploitant les repre´sentations spectrales
Chebyshev, est imple´mente´e.
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Figure 6.1 – Ra = 3 × 109. Champ de tempe´rature moyen dans le plan
y+ = 0, 5. L’e´cart entre deux isothermes est de 0, 05.
Le couˆt de la simulation nume´rique directe a` ce nombre de Rayleigh a
restreint la pe´riode d’inte´gration temporelle, en particulier dans le cas B,
malgre´ l’utilisation du mode`le de sous-maille pour les transferts radiatifs.
En partant d’une solution initiale obtenue pour le cas A a` Ra = 3× 108 en
re´gime asymptotique, la simulation dans le cas A est mene´e jusqu’a` t+ =
200 et poursuivie sur un intervalle de temps ∆t+ = 120, conside´re´ comme
repre´sentatif de la moyenne statistique. En partant de la solution obtenue
pour le cas A a` Ra = 3× 109 et a` t+ = 200, les simulations dans les cas B
et C sont mene´es jusqu’a` t+ = 70 (B) et t+ = 100 (C) et poursuivies sur
un intervalle de temps ∆t+ = 30 (B) et ∆t+ = 50 (C), conside´re´ comme
repre´sentatif de la moyenne statistique.
6.1.1 Champs moyens
Champ de tempe´rature
Le champ de tempe´rature moyen dans le plan y+ = 0, 5 est montre´ sur la
figure 6.1. Le profil de tempe´rature moyenne le long de la ligne x+ = 0, 5 et
y+ = 0, 5 est trace´ sur la figure 6.2. Les valeurs de la stratification thermique
moyenne 〈S〉 sont reporte´es dans le tableau 6.2.
Dans le cas A, ou` les transferts radiatifs sont ignore´s, la stratification
thermique au cœur de la cavite´ est e´gale a` 1,01. On note cependant sur le
profil de tempe´rature vertical de la figure 6.2 un changement de pente en
z+ ≃ 0, 25 et z+ ≃ 0, 75. La tempe´rature dans les zones haute et basse de
la cavite´ est homoge´ne´ise´e par le me´lange turbulent a` la sortie des couches
limites verticales. Cet effet a e´te´ pre´ce´demment souligne´ par Trias et al.
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Figure 6.2 – Ra = 3 × 109. Profils de tempe´rature moyenne 〈T+〉 et de
vitesse horizontale moyenne
〈
u+1
〉
le long de la ligne x+ = 0, 5, y+ = 0, 5.
(2010a) pour des cavite´s de rapport de forme Lz/Lx = 4.
Dans les cas B (gaz rayonnant, parois adiabatiques re´fle´chissantes) et
C (gaz transparent, six parois noires), la stratification thermique est plus
faible et est e´gale a` 0,68 (B) et 0,56 (C). Ces valeurs sont ne´anmoins plus
e´leve´es qu’a` Ra = 3× 108 (0,32 (B) et 0,42 (C)), en particulier pour le cas
B. La forme des isothermes dans le plan y+ = 0, 5 (figure 6.1) indique que
l’e´coulement horizontal le long des parois haute et basse est significatif, alors
qu’il semble disparaˆıtre dans le cas A. Par ailleurs, on observe dans le cas
C que les couches limites verticales sont bien plus e´paisses.
Couches limites
Le profil de vitesse horizontale moyenne
〈
u+1
〉
le long de la ligne x+ = 0, 5 et
y+ = 0, 5 est trace´ sur la figure 6.2. Dans le cas A, l’e´coulement est fortement
freine´ par le rebond a` la sortie de la couche limite verticale alors que dans
les cas B et C, les mouvements horizontaux restent importants. Ce com-
portement est confirme´ par les valeurs maximales de la vitesse horizontale
donne´es dans le tableau 6.2.
Plusieurs profils de vitesse verticale moyenne
〈
u+3
〉
dans la couche limite
chaude sont trace´s a` y+ = 0, 5 pour diffe´rentes hauteurs z+ = 0, 25, z+ =
0, 5 et z+ = 0, 75 sur la figure 6.3. Dans le cas A, les profils de vitesse
conservent la meˆme forme qu’a` Ra = 3× 108 avec une e´paisseur de couche
limite plus fine (δ+ ∼ Ra−1/4 pour une plaque plane verticale chauffe´e).
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Figure 6.3 – Ra = 3× 109. A` gauche : profils de vitesse verticale moyenne〈
u+3
〉
le long des lignes y+ = 0, 5 et z+ = 0, 25, z+ = 0, 5 et z+ = 0, 75.
A` droite : profil de puissance radiative 〈P+〉 = ∇+ · 〈qR+〉 correspondant
dans le cas B.
Dans le cas C, l’e´paisseur de la couche limite est large en amont a` z+ = 0, 25
(pre´chauffage du gaz le long de la paroi basse), diminue a` mi-hauteur, puis
augmente a` nouveau a` z+ = 0, 75 du fait du de´collement de la couche limite.
L’e´paississement des couches limites verticales par le rayonnement du
gaz dans le cas B est beaucoup moins marque´ qu’a` Ra = 3 × 108. En
effet, l’ordre de grandeur du terme source radiatif dans le bilan d’e´nergie
adimensionne´ (1.27) peut eˆtre estime´ par
1√
Ra
∇
+
·
〈
qR+
〉
= O
(
1√
Ra
κPσT
3
0L
2
λ
)
, (6.1)
ou` κP est la moyenne de Planck du coefficient d’absorption (e´quation (3.8)).
En comparant les profils de puissance radiative a` Ra = 3× 108 (figure 4.18)
et a` Ra = 3 × 109 (figure 6.3), on peut noter que les niveaux de puissance
∇+ ·
〈
qR+
〉
sont proches car la taille de la cavite´ et les fractions molaires
des espe`ces absorbantes ont e´te´ conserve´es. Entre Ra = 3× 108 et 3× 109,
l’estimation (6.1) impliquerait une diminution du terme source radiatif d’un
facteur
√
10 alors que le terme source convectif u+ ·∇+ u+ reste constant.
Si les effets du rayonnement du gaz sont moins prononce´s sur l’e´paisseur
de la couche limite, ils restent importants sur la vitesse de l’e´coulement : le
maximum de vitesse moyenne verticale est obtenu dans le cas B comme on
peut le noter a` z+ = 0, 75 sur la figure 6.3 ou sur les valeurs reporte´es dans
le tableau 6.2.
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Figure 6.4 – Ra = 3 × 109. Nombre de Nusselt moyen 〈Nu〉 le long de la
ligne x+ = 0, y+ = 0, 5 (paroi chaude).
Transferts de chaleur
La figure 6.4 montre le profil du nombre de Nusselt le long de la ligne x+ =
0 et y+ = 0, 5 (paroi chaude). Cette repre´sentation permet de repe´rer la
hauteur de transition a` partir de laquelle la couche limite devient turbulente :
la transition est caracte´rise´e par une le´ge`re augmentation du flux de chaleur
a` la paroi. Pour les cas A et B, la hauteur de transition se situe autour de
z+ = 0, 8 alors que dans le cas C, elle se situe plus en amont, autour de
z+ = 0, 4.
Les valeurs du nombre de Nusselt moyenne´ dans les plans x+ = 0, x+ =
0, 5 et x+ = 1 sont donne´es dans le tableau 6.2. Tout d’abord, on remarque
que les nombres de Nusselt diffe`rent le´ge`rement entre les parois chaude et
froide ce qui montre que la pe´riode de moyenne temporelle n’est pas tout a`
fait suffisante. Les nombres de Nusselt aux parois isothermes sont les plus
e´leve´s dans le cas C : la transition plus pre´coce de la couche limite verticale
vers le re´gime turbulent favorise les transferts de chaleur dans ce cas. Le
nombre de Nusselt dans le plan x+ = 0, 5 est le plus e´leve´ dans le cas B :
le flux d’enthalpie u+1 T
+
√
Ra est effectivement le plus e´leve´ dans ce cas si
l’on se re´fe`re aux profils trace´s sur la figure 6.2.
La figure 6.5 synthe´tise les re´sultats concernant le nombre de Nusselt et
le flux radiatif adimensionne´ aux parois isothermes, obtenus entre Ra = 105
et Ra = 3 × 109 pour les trois cas A, B et C. En convection naturelle,
l’e´volution du nombre de Nusselt en fonction du nombre de Rayleigh suit
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Table 6.2 – Ra = 3×109. Nombre de Nusselt 〈Nu〉 moyenne´ selon les plans
x+ = 0, x+ = 0, 5 et x+ = 1, stratification thermique 〈S〉 = ∂ 〈T+〉 /∂z+
au cœur de la cavite´, tempe´rature moyenne de la paroi haute 〈T+〉haut et
maximum des trois composantes de la vitesse.
Cas A B C
〈Nu(x+ = 0)〉 73,82 67,42 75,70
〈Nu(x+ = 0, 5)〉 73,90 108,19 96,04
〈Nu(x+ = 1)〉 73,88 67,73 75,68
〈S〉 1,01 0,68 0,56
〈T+〉haut 0,380 0,276 0,034〈
u+1
〉
max
0,059 0,157 0,144〈
u+2
〉
max
0,016 0,076 0,060〈
u+3
〉
max
0,246 0,278 0,247
1e+06 1e+08 1e+10
Ra
1
10
100
N
u
(Trias et al., 2010b)
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Figure 6.5 – Ra ∈ [105; 3×109]. Nombre de Nusselt moyen (gauche) et flux
radiatif moyen φ+ = qR+·n (droite) aux parois isothermes : synthe`se des
re´sultats. La taille de la cavite´ est de L = 1 m pour Ra ∈ [105; 3 × 107] et
de L = 3 m pour Ra ∈ [3× 108; 3× 109]. Dans le cas B, la fraction molaire
des espe`ces absorbantes est de XH2O = 0, 02 et XCO2 = 0, 001, quelque soit
le nombre de Rayleigh.
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ge´ne´ralement une loi puissance entre 1/4 et 1/3 (Grosmann et Lohse, 2000;
Yu et al., 2007). Pour la cavite´ diffe´rentiellement chauffe´e de rapport de
forme Lz/Lx = 4, Trias et al. (2010b) ont propose´ la corre´lation
Nu = 0, 182Ra0,275, (6.2)
pour RaLz ∈ [6, 4× 108; 1011] et en absence de rayonnement. On peut noter
sur la figure 6.5 que les transferts radiatifs volumiques et parie´taux ont une
influence mode´re´e sur le nombre de Nusselt aux parois isothermes et que
l’e´volution de celui-ci est proche de la corre´lation propose´e par Trias et al.
(2010b). Les flux radiatifs sont quasi inde´pendants du nombre de Rayleigh
(faibles e´carts de tempe´rature) mais sont proportionnels a` la taille de la
cavite´ L, choisie ici e´gale a` 1 m pour Ra ∈ [105; 3× 107] et e´gale a` 3 m pour
Ra ∈ [3× 108; 3× 109]
6.1.2 Champs instantane´s
Un champ instantane´ de tempe´rature est repre´sente´ sur la figure 6.6 dans
le plan x+ = 0, 0054, proche de la paroi chaude, et dans le plan y+ = 0, 5.
Aux meˆmes instants est repre´sente´ sur la figure 6.7 une iso-valeur du crite`re
Q positif (§ 4.1.1).
Dans le cas A, dans la couche limite verticale, une instabilite´ se de´veloppe
sous la forme de rouleaux horizontaux dans la direction y. A` partir d’une
hauteur z+ = 0, 8, correspondant a` la transition vers le re´gime turbulent
repe´re´e sur le nombre de Nusselt (figure 6.4), ces rouleaux se cassent en des
structures plus petites et isotropes.
Dans le cas B, cette instabilite´ de couche limite se superpose aux rou-
leaux verticaux cre´e´s en amont, mis en e´vidence a` Ra = 3 × 108 par l’ob-
servation des champs instantane´s (§ 4.3.2) et par la POD (§ 4.3.3). La tran-
sition se situe e´galement a` une hauteur proche de z+ = 0, 8, sauf autour
de y+ = 0, 2, ou` l’on observe un rouleau vertical sur le champ de tempe´ra-
ture et sur le crite`re Q qui se brise au tour de z+ = 0, 5. Par rapport au
cas A, les structures me´caniques et thermiques produites par la turbulence
sont convecte´es dans les couches limites horizontales sur une plus grande
distance avant d’eˆtre dissipe´es par viscosite´.
Dans le cas C, les champs de tempe´rature et de vitesse sont beaucoup
plus chaotiques. De nombreuses structures sont produites dans les zones de
stratification instable, en amont des couches limites verticales. Ces struc-
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Figure 6.6 – Ra = 3× 109. Champ de tempe´rature instantane´ dans le plan
x+ = 0, 0054, proche de la paroi chaude (haut) et dans le plan y+ = 0, 5
(bas). L’e´cart entre deux isothermes est de 0, 05.
Figure 6.7 – Ra = 3 × 109. Surfaces iso-valeurs du crite`re Q instantane´
Q = 10, colore´ par la tempe´rature instantane´e.
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Figure 6.8 – Ra = 3×109. E´nergie cine´tique turbulente 〈u+′i u+′i 〉 /2 (haut)
et variance des fluctuations de tempe´rature
〈
T+′2
〉
(bas) dans le plan y+ =
0, 5. L’e´cart entre deux iso-valeurs de l’e´nergie cine´tique est 1, 25× 10−4 et
l’e´cart entre deux iso-valeurs de la variance des fluctuations de tempe´rature
est 1, 5× 10−4.
tures favorisent l’apparition des instabilite´s de couche limite et de la turbu-
lence le long des parois isothermes.
6.1.3 Statistiques d’ordre deux
La figure 6.8 montre l’e´nergie cine´tique turbulente
〈
u+′i u
+′
i
〉
/2 ainsi que la
variance des fluctuations de tempe´rature
〈
T+′2
〉
dans le plan y+ = 0, 5 (ces
quantite´s varient peu selon la direction transverse y). On peut noter que la
syme´trie centrale 2D de ces champs n’est pas exactement satisfaite, et que
ces statistiques ne sont pas parfaitement converge´es.
Dans les cas A et B, les fluctuations de tempe´rature et de vitesse sont
produites par la turbulence de couche limite le long des parois isothermes a`
partir de z+ ≃ 0, 7. Ces fluctuations sont ensuite convecte´es dans la couche
limite horizontale dans le cas B alors qu’elles sont imme´diatement dissipe´es
dans le cas A. Dans le cas C les fluctuations de tempe´rature et de vitesse
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Table 6.3 – Ra = 3× 109. Contributions aux bilans d’e´nergie cine´tique du
mouvement moyen Ec(〈u+〉) (e´quation (4.29)) et du mouvement fluctuant
〈Ec(u+′)〉 (e´quation (4.30)), inte´gre´es en volume.
A B C
II Pr
〈
u+3
〉 〈T+〉 3, 24× 10−4 3, 98× 10−4 4, 23× 10−4
II′ Pr
〈
u+′3 T
+′〉 1, 54× 10−7 5, 21× 10−6 6, 99× 10−5
III′ = −III −
〈
u+′i u
+′
j
〉
∂〈u+i 〉
∂x+j
1, 88× 10−5 5, 81× 10−5 1, 43× 10−4
−IV Pr√
Ra
∂〈u+i 〉
∂x+j
∂〈u+i 〉
∂x+j
3, 02× 10−4 3, 34× 10−4 2, 74× 10−4
−IV′ Pr√
Ra
〈
∂u+′i
∂x+j
∂u+′i
∂x+j
〉
1, 92× 10−5 6, 51× 10−5 2, 28× 10−4
sont moins corre´le´es spatialement. Le long des parois haute et basse, dans les
zones de stratification instable, on observe un fort niveau de fluctuation de
tempe´rature. Ces fluctuations de tempe´rature ge´ne`rent des fluctuations de
vitesse en amont des couches limites verticales qui favorisent la turbulence
me´canique le long des parois isothermes.
Bilans d’e´nergie cine´tique
Le tableau 6.3 reporte les contributions inte´gre´es en volume au bilan d’e´ner-
gie cine´tique du mouvement moyen (e´quation (4.29)) et du mouvement fluc-
tuant (e´quation (4.30)).
Le bilan global de 〈Ec(u+)〉 (4.31), traduisant l’e´quilibre entre la produc-
tion d’e´nergie cine´tique par les forces d’Archime`de et la dissipation d’e´nergie
cine´tique par viscosite´, s’e´crit II+II′+IV+IV′ = 0 en utilisant les notations
pre´ce´demment introduites (§ 4.1.3) et est ve´rifie´ a` 0,9 % (A), 1,0 % (B)
et 1,8 % (C). Le bilan de la partie moyenne Ec(〈u+〉) (II+III+IV= 0) est
ve´rifie´ a` 0,9 % (A), 1,5 % (B) et 1,4 % (C) et le bilan de la partie fluctuante
〈Ec(u+′)〉 (II′+III′+IV′=0) est ve´rifie´ a` 1,0 % (A), 2,8 % (B) et 6,6 % (C).
Ces e´carts donnent une indication sur le niveau de convergence statistique
de la solution moyenne.
Si les termes de production moyenne (II) et de dissipation moyenne (IV)
sont du meˆme ordre dans chaque cas, il n’en est pas de meˆme pour les
termes du bilan d’e´nergie cine´tique turbulente II′, III′ et IV′. Les termes
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de production II′ et III′ des fluctuations de vitesse sont plus importants
quand les transferts radiatifs sont pris en compte et sont maximaux dans
le cas C qui est le cas le plus chaotique. Le ratio entre le terme de produc-
tion me´canique III′ extrait du mouvement moyen et le terme de production
thermique II′ par les forces d’Archime`de est de l’ordre de 100 (A), 10 (B)
et 2 (C) : dans les cas A et B, il s’agit essentiellement d’une turbulence me´-
canique lie´e au cisaillement aux parois isothermes, alors que dans le cas C,
les zones de stratification thermique instable participent a` la production des
fluctuations.
Les termes II′, III′ et IV′ du bilan d’e´nergie cine´tique turbulente sont
trace´s sur la figure 6.9-(gauche) le long d’une ligne 0 ≤ x+ ≤ 0, 1, y+ =
0, 5 et z+ = 0, 875, soit dans la couche limite verticale pre`s de la paroi
chaude. Les observations pre´ce´dentes concernant les contributions inte´gre´es
en volume sont retrouve´es. Le terme de production d’origine me´canique III′
domine devant celui d’origine thermique II′ dans tous les cas. La production
totale (II′+III′) et la dissipation (IV′) sont les plus importantes dans le C.
Bilans du carre´ des e´carts de tempe´rature
Le tableau 6.4 reporte les contributions inte´gre´es en volume au bilan du
carre´ des e´carts de tempe´rature des parties moyennes (e´quation (4.34)) et
des parties fluctuantes (e´quation (4.35)).
Le bilan global de 〈Et(θ+)〉 (4.36), traduisant l’e´quilibre entre la ge´ne´ra-
tion des e´carts de tempe´rature aux parois et leur dissipation par conduction
et rayonnement, s’e´crit V+V′+VII+VII′ +VIII+VIII′ = 0 en utilisant les
notations pre´ce´demment introduites (§ 4.1.3) et est ve´rifie´ a` 0,7 % (A),
5,4 % (B) et 2,0 % (C). Le bilan de la partie moyenne Et(〈θ+〉) (V+VI+VII
+VIII= 0) est ve´rifie´ a` 0,7 % (A), 5,4 % (B) et 0,1 % (C) et le bilan de la
partie fluctuante 〈Et(θ+′)〉 (V′+VI′+VII′+VIII′ = 0) est ve´rifie´ a` 0,8 % (A),
4,9 % (B) et 6,0 % (C). Le terme V′ est nul dans les cas A et B car le flux
conductif est nul aux parois adiabatiques. Les termes VIII et VIII′ sont nuls
dans les cas A et C, en l’absence de rayonnement volumique.
Les e´carts de tempe´rature moyens ge´ne´re´s par les gradients aux parois
(V) sont essentiellement de´truits par dissipation moyenne. Dans le cas B,
cette dissipation est a` la fois conductive (VII) et radiative (VIII) et la part
du rayonnement est de 18 %. De meˆme, les e´carts de tempe´rature fluctuants
produits par le mouvement moyen (VI′) sont essentiellement de´truits par
dissipation des fluctuations. Dans le cas B, cette dissipation est a` la fois
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Figure 6.9 – Ra = 3×109. Contributions locales au bilan d’e´nergie cine´tique
turbulente 〈Ec(u+′)〉 (gauche) et au bilan du carre´ des e´carts de tempe´rature
fluctuant 〈Et(θ+′)〉 (droite). Les profils sont trace´s pour 0 ≤ x+ ≤ 0, 1,
y+ = 0, 5 et z+ = 0, 875. La de´finition des termes est rappele´e dans les
tableaux 6.3 et 6.4.
Table 6.4 – Ra = 3 × 109. Contributions aux bilans du carre´ des e´carts
de tempe´rature moyens Et(〈θ+〉) (e´quation (4.34)) et fluctuants 〈Et(θ+′)〉
(e´quation (4.35)), inte´gre´es en volume.
A B C
V 1
2
√
Ra
∂2〈θ+〉〈θ+〉
∂x
+2
i
1, 35× 10−3 1, 23× 10−3 1, 44× 10−3
V′ 1
2
√
Ra
∂2〈θ+′θ+′〉
∂x
+2
i
− − 4, 23× 10−6
VI′ = −VI − 〈u+′i θ+′〉 ∂〈θ+〉∂x+
j
2, 38× 10−5 5, 31× 10−5 3, 41× 10−4
−VII 1√
Ra
∂〈θ+〉
∂x
+
i
∂〈θ+〉
∂x
+
i
1, 32× 10−3 1, 03× 10−3 1, 10× 10−3
−VII′ 1√
Ra
〈
∂θ+′
∂x
+
i
∂θ+′
∂x
+
i
〉
2, 40× 10−5 5, 28× 10−5 3, 67× 10−4
−VIII 1√
Ra
〈θ+〉
〈
∂q
R+
i
∂x
+
i
〉
− 2, 24× 10−4 −
−VIII′ 1√
Ra
〈
θ+
(
∂q
R+
i
∂x
+
i
)′〉
− 2, 86× 10−6 −
153
CHAPITRE 6. SIMULATIONS COUPLE´ES EN RE´GIME TURBULENT
conductive (VII′) et radiative (VIII′) et la part du rayonnement est de 5 %.
Les termes VI′, VII′ et VIII′ du bilan du carre´ des e´carts de tempe´rature
fluctuants sont trace´s sur la figure 6.9-(droite) le long d’une ligne 0 ≤ x+ ≤
0, 1, y+ = 0, 5 et z+ = 0, 875, soit dans la couche limite verticale pre`s de
la paroi chaude. Les observations pre´ce´dentes concernant les contributions
inte´gre´es en volume sont retrouve´es. Dans le cas B, le terme de dissipation
radiative VIII′ est ne´gligeable devant le terme de dissipation conductive
VII′. La production (VI′) et la dissipation conductive (VII′) sont les plus
importantes dans le C.
6.2 Mode´lisation pour la simulation aux grandes
e´chelles
La simulation aux grandes e´chelles pour la me´canique des fluides se situe
entre la simulation nume´rique directe, ou` toutes les e´chelles spatiales et
temporelles de l’e´coulement sont re´solues, et la simulation en moyenne de
Reynolds, ou` seule une repre´sentation moyenne de l’e´coulement est recher-
che´e. Cette approche consiste a` filtrer les e´quations de Navier-Stokes et a`
re´soudre uniquement les grandes e´chelles de l’e´coulement. Les variables fil-
tre´es peuvent eˆtre discre´tise´es sur des maillages plus larges, ce qui limite le
couˆt nume´rique de la simulation aux grandes e´chelles compare´ a` la simula-
tion nume´rique directe.
Les petites e´chelles de l’e´coulement (appele´es e´galement e´chelles de sous-
maille) ne sont pas re´solues. Ne´anmoins, leur impact sur la dynamique des
grandes e´chelles doit eˆtre mode´lise´. Pour simuler la convection naturelle tur-
bulente, le mode`le Spectral Vanishing Viscosity (Karamanos et Karniadakis,
2000) a e´te´ choisi et valide´ a` un nombre de Rayleigh de 3 × 109 par com-
paraison avec les re´sultats de simulation nume´rique directe. Les transferts
radiatifs ne sont pas pris en compte dans cette partie.
6.2.1 Filtrage des bilans macroscopiques de masse, de quan-
tite´ de mouvement et d’e´nergie
On conside`re un filtre passe-bas F pour les fre´quences spatiales et tempo-
relles, de longueur de coupure ℓc et de temps de coupure tc. Les variables
filtre´es f(r, t) (vitesse, tempe´rature...) sont de´finies par
f(r, t) = (F ∗ f)(r, t), (6.3)
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ou` ∗ de´signe le produit de convolution, et les quantite´s de sous-maille f ′(r, t)
correspondant aux e´chelles non re´solues s’e´crivent
f ′(r, t) = f(r, t)− f(r, t). (6.4)
Le filtre F est applique´ aux bilans de masse (1.2), de quantite´ de mou-
vement (1.3) et d’e´nergie (1.4) afin d’e´tablir des e´quations d’e´volution pour
les variables filtre´es. Deux difficulte´s sont alors rencontre´es :
• le filtre ne commute pas avec les ope´rateurs de de´rivation en re`gle
ge´ne´rale ;
• le terme d’advection du bilan de quantite´ de mouvement et le terme
de convection du bilan d’e´nergie ne sont pas line´aires.
La solution la plus courante consiste a` ne´gliger les erreurs de commutation
entre le filtre et les ope´rateurs diffe´rentiels et a` e´crire les bilans macrosco-
piques sous la forme
∇ · u = 0, (6.5)
ρ0
∂u
∂t
+ ρ0u · ∇u = −∇p+ ρ0β(T0 − T )g + µ∇2u−∇ · τ sm, (6.6)
ρ0Cp
∂T
∂t
+ ρ0Cpu · ∇T = λ∇
2T −∇ · qR −∇ · qsm, (6.7)
ou` le tenseur de sous-maille τ sm et le flux enthalpique de sous-maille qsm
de´finis par
τ sm = ρ0(u⊗ u− u⊗ u), (6.8)
qsm = ρ0Cp(uT − uT ), (6.9)
sont introduits en de´composant les termes non line´aires. Les termes de sous-
maille (6.8) et (6.9) sont des inconnues supple´mentaires qu’il s’agit de mode´-
liser en les exprimant en fonction des variables filtre´es u et T . Ce proble`me
de fermeture est analogue a` celui rencontre´ pour la simulation en moyenne
de Reynolds.
En pratique, le filtre F n’est pas de´fini explicitement. On se contente de
re´soudre les bilans macroscopiques filtre´s sur un maillage dont le plus petit
pas d’espace ℓc est plus grand que la plus petite e´chelle de variation des
variables de l’e´coulement. Le pas de temps est ge´ne´ralement impose´ par la
stabilite´ du sche´ma de discre´tisation temporel.
Les transferts radiatifs sont ici ignore´s (qR = 0).
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6.2.2 Mode´lisation des termes de sous-maille
Une revue de´taille´e des diffe´rents mode`les de sous-maille propose´s dans la lit-
te´rature est donne´e par Sagaut (2006). Ce paragraphe discute les approches
les plus fre´quemment utilise´es, notamment dans le cas des e´coulements de
convection naturelle.
L’impact macroscopique des petites e´chelles sur la dynamique de l’e´cou-
lement peut eˆtre compare´ a` celui des mouvements mole´culaires sur les
champs hydrodynamiques a` l’e´chelle du milieu continu. Cette analogie conduit
a` mode´liser les termes de sous-maille comme des termes de diffusion, soit
τ sm − 1
3
Tr(τ sm)I = −2µsmS, (6.10)
qsm = −λsm∇T , (6.11)
ou` µsm est la viscosite´ de sous-maille, λsm est la conductivite´ de sous-maille
et S = 12(∇u + (∇u)
T ) est le tenseur des de´formations associe´ au champ
de vitesse filtre´. Pour un e´coulement a` masse volumique constante, la trace
du tenseur de de´formation est nulle et seul le de´viateur du tenseur de sous-
maille (membre de gauche de l’e´quation (6.10)) est mode´lise´.
Smagorinsky (1963) propose une estimation la viscosite´ de sous-maille,
base´e sur une analyse dimensionnelle
µsm(r, t) = ρ0(C ℓc)
2
√
2‖S(r, t)‖2, (6.12)
ou` C est une constante, ℓc est l’e´chelle de longueur de la coupure et ‖S‖2 =
SijSij . La constante C peut eˆtre calcule´e en fonction de r et de t en suivant
la me´thode de Germano et al. (1991) et Lilly (1992) (mode`le de Smago-
rinsky dynamique). La conductivite´ de sous-maille est e´value´e soit par une
expression analogue a` l’e´quation (6.12), soit en fixant la valeur du nombre
de Prandtl de sous-maille
Prsm =
µsmCp
λsm
. (6.13)
Le mode`le de Smagorinsky dynamique a e´te´ imple´mente´ pour la simu-
lation de la convection naturelle dans une cavite´ diffe´rentiellement chauffe´e
par Peng et Davidson (2001) a` Ra = 1, 58× 109. D’autres mode`les pour la
convection naturelle ont e´te´ propose´s dans la litte´rature comme le mode`le
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d’e´chelles mixtes (Sergent et al., 2000, 2003), le mode`le de Vreman (Lau
et al., 2012) ou les mode`les de re´gularisation (Trias et al., 2012).
Ici, le mode`le Spectral Vanishing Viscosity a e´te´ choisi car celui-ci a
e´te´ spe´cialement de´veloppe´ pour les me´thodes spectrales de re´solution des
e´quations aux de´rive´es partielles. Ce mode`le consiste a` introduire un terme
de dissipation artificielle pour assurer la convergence spectrale, autrement
dit la de´croissance des hauts modes du de´veloppement polynomial Cheby-
shev. Son imple´mentation a` partir du code spectral de collocation pre´sente´
au chapitre 2 est simple : la structure de l’algorithme ne change pas, seul
l’ope´rateur de Helmholtz est modifie´. En revanche, cette mode´lisation ne
s’appuie par sur une analyse physique de la turbulence.
6.2.3 Mode`le Spectral Vanishing Viscosity
Le mode`le Spectral Vanishing Viscosity (SVV) pour la simulation aux grandes
e´chelles consiste a` ajouter un terme de diffusion artificielle a` l’e´quation d’ad-
vection/diffusion
∂f
∂t
+ u
∂f
∂x
− a∂
2f
∂x2
− ∂
∂x
(
V
∂f
∂x
)
︸ ︷︷ ︸
diffusion artificielle
= 0, (6.14)
ou` a est la constante de diffusion du phe´nome`ne et V est l’ope´rateur de
viscosite´ artificielle de´fini dans l’espace spectral de projection (Fourier, Che-
byshev...) ou` la solution f est recherche´e. Ce terme additionnel est analogue
aux termes de sous-maille −∇ · τ sm et −∇ · qsm introduits dans les bilans
de quantite´ de mouvement (6.6) et d’e´nergie (6.7) filtre´s.
A` l’origine, ce mode`le a e´te´ introduit par Tadmor (1989) pour stabiliser
la re´solution nume´rique dans l’espace spectral Fourier de l’e´quation d’Euler
pour un fluide non visqueux. Karamanos et Karniadakis (2000) ont repris
cette formulation dans le cadre de la simulation aux grandes e´chelles. Depuis,
le mode`le SVV a e´te´ applique´ a` des e´coulement turbulents dans des cavite´s
tournantes (Severac et Serre, 2007) ou a` des sillages turbulents (Pasquetti,
2006; Biancofiore et al., 2012).
De´ﬁnition de l’ope´rateur de viscosite´ artiﬁcielle
On cherche une solution approche´e f
N
qui admet une repre´sentation spec-
trale sur les N + 1 premiers polynoˆmes de Chebyshev et qui ve´rifie l’e´qua-
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tion (6.14) aux N + 1 points de collocations xi, soit
∂f
N
∂t
+ uN
∂f
N
∂x
− a∂
2f
N
∂x2
− ∂
∂x
(
V N
∂f
N
∂x
)∣∣∣∣
x=xi
= 0. (6.15)
Applique´ a` une fonction φN quelconque, l’ope´rateur de viscosite´ artificielle
discret V N est de´fini par
V NφN (xi) =
N∑
k=0
VˇkφˇkTk(xi), (6.16)
Vˇk =
{
ǫ exp
(
− (N−k)2
(M−k)2
)
si k > M,
0 sinon.
(6.17)
L’ope´rateur V N est fonction de deux parame`tres constants : l’ordre de cou-
pure M et le poids ǫ. Il n’affecte pas les bas modes Chebyshev. L’expres-
sion (6.17) a e´te´ propose´e par Maday et al. (1993) pour des polynoˆmes de
Legendre avec M ≈ 5√N et ε ≈ N−1.
Les coefficients spectraux aˇk du terme de diffusion artificiel tels que
∂
∂x
(
V N
∂f
N
∂x
)
(xi) =
N∑
k=0
aˇkTk(xi), (6.18)
sont e´gaux a`
aˇk =
N∑
m=k+1
m+k impair
N∑
p=m+1
p+m impair
2m
ck
Vˇm
2p
cm
fˇp,
=
1
ck
N∑
p=k+2
p+k pair

4pfˇp
p−1∑
m=k+1
m+p impair
mVˇm

 . (6.19)
Pour obtenir ce re´sultat, on s’appuie sur l’expression des coefficients spec-
traux de la de´rive´e premie`re (e´quation (2.11)). En posant Vˇm = 1 ∀m dans
l’e´quation (6.19), on retrouve l’expression des coefficients spectraux de la
de´rive´e seconde (e´quation (2.12)), soit aˇk = fˇ
(2)
k .
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Imple´mentation
En trois dimensions, l’ope´rateur de viscosite´ artificielle s’applique inde´pen-
damment dans chaque direction d’espace selon
∇· (V ·∇ f) =
3∑
i=1
∂
∂xi
(
Vi
∂f
∂xi
)
, (6.20)
ce qui e´quivaut a` conside´rer que le tenseur d’ordre deux V est diagonal.
Le terme de diffusion artificielle est traite´ implicitement dans le sche´ma
temporel, de la meˆme manie`re que le terme de diffusion classique, afin de
ne pas trop contraindre le pas de temps δt (voir § 2.1.2). Pour calculer
l’e´volution temporelle des champs de tempe´rature et de vitesse, on re´sout
des e´quations semblables a` l’e´quation de Helmholtz (2.17)
fn+1 =
(
∇·(∇+V·∇)− 3
2δt
)−1
Sn,n−1, (6.21)
ou` fn+1 = f((n + 1)δt) et Sn,n−1 est le terme source de´fini par l’e´qua-
tion (2.18). L’inversion de l’ope´rateur HSVV ≡ ∇·(∇ + V·∇) − 3/(2δt)
s’effectue a` nouveau par tridiagonalisation. Le reste de l’algorithme (cou-
plage pression-vitesse, paralle´lisation) est inchange´. Le meˆme ope´rateur V
est applique´ a` la tempe´rature et aux trois composantes de la vitesse.
6.2.4 E´tude de validite´ du mode`le SVV
Pour valider le mode`le SVV, deux simulations aux grandes e´chelles a` des
maillages spatiaux diffe´rents sont entreprises a` Ra = 3 × 109. Les re´sul-
tats sont compare´s a` ceux obtenus par la simulation nume´rique directe. Les
parame`tres choisis pour le mode`le SVV sont pre´cise´s dans le tableau 6.5.
Le cas A correspond a` la simulation nume´rique directe discute´e au pa-
ragraphe 6.1. Dans le cas A-SVV1, la cavite´ est divise´e en 8 domaines dans
la direction verticale et chaque domaine est discre´tise´ par (Nx+1)× (Ny +
1)× (Nz+1) = 161×161×21 points de Chebyshev-Gauss-Lobatto. L’ordre
de coupure est choisi tel que Mx/Nx =My/Ny =Mz/Nz = 3/4 et le poids,
identique dans chaque direction ǫ ≃ 1/(4Nx) = 1/(4Ny) = 1/(32Nz). Dans
le cas A-SVV2, la cavite´ est divise´e en 4 domaines dans la direction verti-
cale et chaque domaine est discre´tise´ par (Nx + 1)× (Ny + 1)× (Nz + 1) =
121× 121× 31 points de Chebyshev-Gauss-Lobatto. L’ordre de coupure est
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Table 6.5 – Parame`tres du mode`le SVV a` Ra = 3× 109.
Cas Maillage Mx My Mz ǫ
A 321× 321× (16× 21) - - - -
A-SVV1 161× 161× (8× 21) 120 120 15 1, 56× 10−3
A-SVV2 121× 121× (4× 31) 80 80 20 4× 10−3
choisi tel que Mx/Nx =My/Ny =Mz/Nz = 2/3 et le poids, identique dans
chaque direction ǫ ≃ 1/(2Nx) = 1/(2Ny) = 1/(8Nz). Il est a` noter que
la me´thode spectrale diverge si les maillages spatiaux des cas A-SVV1 et
A-SVV2 sont utilise´s sans mode`le (ǫ = 0).
A` partir de la solution initiale obtenue dans le cas A a` Ra = 3 × 109 a`
t+ = 200 (re´gime asymptotique), les cas A-SVV1 et A-SVV2 sont inte´gre´s
avec un pas de temps δt+ = 10−3 pendant une pe´riode ∆t+ = 30 pour
e´liminer d’e´ventuels effets transitoires puis pendant une pe´riode ∆t+ = 120
pour moyenner statistiquement les re´sultats.
Comparaison des champs moyens
Sont trace´s sur la figure 6.10 les profils de la composante verticale de la
vitesse
〈
u+3
〉
et de tempe´rature 〈T+〉 en y+ = 0, 5, et a` diffe´rentes hauteurs
z+ = 0, 25, z+ = 0, 5 et z+ = 1. L’accord entre la re´fe´rence A et les simu-
lations aux grandes e´chelles A-SVV1 et A-SVV2 est tre`s bon a` z+ = 0, 25
et a` z+ = 0, 5, sur la partie laminaire de la couche limite verticale. En re-
vanche, on observe des diffe´rences a` la fois sur la forme du profil et sur les
valeurs extre´males a` z+ = 0, 75, dans le de´but de la zone turbulente. Les
de´saccords sont plus importants dans le cas A-SVV2 qui est le cas le moins
re´solu spatialement.
Une autre comparaison est propose´e sur la figure 6.11 ou` sont trace´s les
profils de la composante horizontale de la vitesse
〈
u+1
〉
et de tempe´rature
〈T+〉 le long de la ligne x+ = 0, 5 et y+ = 0, 5. Le profil de tempe´rature ver-
tical au cœur de la cavite´ est tre`s bien pre´dit par les simulations aux grandes
e´chelles. Cependant, on observe des de´saccords entre les simulations sur le
profil vertical de vitesse. E´tant donne´ le faible niveau de vitesse dans cette
re´gion, ces e´carts n’ont qu’une incidence minime sur l’e´coulement global.
Le nombre de Nusselt moyenne´ selon les plans x+ = 0, x+ = 0, 5 et
x+ = 1, la stratification thermique 〈S〉, la tempe´rature moyenne de la paroi
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Figure 6.10 – E´tude de validite´ du mode`le SVV a` Ra = 3× 109. Profils de
vitesse verticale moyenne
〈
u+3
〉
(haut) et de tempe´rature moyenne T+ (bas)
le long des lignes y+ = 0, 5 et z+ = 0, 25, z+ = 0, 5 et z+ = 0, 75.
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Figure 6.11 – E´tude de validite´ du mode`le SVV a` Ra = 3× 109. Profils de
vitesse horizontale moyenne
〈
u+1
〉
et de tempe´rature moyenne 〈T+〉 le long
de la ligne x+ = 0, 5, y+ = 0, 5.
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Table 6.6 – E´tude de validite´ du mode`le SVV a` Ra = 3× 109. Nombre de
Nusselt moyenne´ selon les plans x+ = 0, x+ = 0, 5 et x+ = 1, stratification
thermique 〈S〉 = ∂ 〈T+〉 /∂z+ au cœur de la cavite´, tempe´rature moyenne
de la paroi haute 〈T+〉haut et maximum des trois composantes de la vitesse.
Cas A A-SVV1 A-SVV2
〈Nu(x+ = 0)〉 73,82 74,19 74,60
〈Nu(x+ = 0, 5)〉 73,90 74,15 74,65
〈Nu(x+ = 1)〉 73,88 74,27 74,58
〈S〉 1,01 1,01 1,02
〈T+〉haut 0,380 0,384 0,389〈
u+1
〉
max
0,059 0,056 0,048〈
u+2
〉
max
0,016 0,012 0,013〈
u+3
〉
max
0,246 0,245 0,242
haute 〈T+〉haut et le maximum des trois composantes de la vitesse sont
reporte´s dans le tableau 6.6 pour la simulation nume´rique directe A et les
simulations aux grandes e´chelles A-SVV1 et A-SVV2. Les e´carts sur ces
quantite´s sont infe´rieurs a` 1 % (A-SVV1) et 2 % (A-SVV2), sauf pour le
maximum des composantes horizontale
〈
u+1
〉
max
et transversale
〈
u+2
〉
max
de
la vitesse.
Transition de la couche limite
La simulation aux grandes e´chelles des e´coulements de convection naturelle
en cavite´ diffe´rentiellement chauffe´e est complexifie´e par la pre´sence de dif-
fe´rents re´gimes d’e´coulement (laminaire, transitionnel et turbulent) dans les
couches limites verticales. En particulier, la hauteur de transition a` partir de
laquelle l’e´coulement devient turbulent est une proprie´te´ difficile a` pre´dire.
La hauteur de transition peut eˆtre estime´e en observant le profil vertical
du nombre de Nusselt le long de la paroi chaude en y+ = 0, 5, repre´sente´
sur la figure 6.12. Les simulations aux grandes e´chelles pre´disent une hau-
teur de transition en amont de celle pre´dite par la simulation nume´rique
directe : z+ ≃ 0, 7 (A-SVV2), z+ ≃ 0, 75 (A-SVV1) et z+ ≃ 0, 8 (A). Cette
observation est confirme´e par la visualisation du crite`re Q positif sur un
champ instantane´, repre´sente´ sur la figure 6.13. Les rouleaux longitudinaux,
typiques de l’instabilite´ de couche limite, apparaissent en amont dans les
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Figure 6.12 – E´tude de validite´ du mode`le SVV a` Ra = 3× 109. Profil du
nombre de Nusselt moyen 〈Nu〉 le long de la ligne x+ = 0, y+ = 0, 5 (paroi
chaude).
cas A-SVV1 et A-SVV2.
Sur la figure 6.14 sont compare´es l’e´negie cine´tique des fluctuations sta-
tistiques du champ de vitesse
〈
u+′i u
+′
i
〉
/2 calcule´e par la simualtion nu-
me´rique directe (A) et l’e´nergie cine´tique des fluctuations statistiques du
champ de vitesse filtre´
〈
u+i
′
u+i
′〉
/2 calcule´e par les simulations aux grandes
e´chelles (A-SVV1 et A-SVV2), dans le plan y+ = 0, 5 et pour 0 ≤ x+ ≤ 0, 2
et 0, 5 ≤ z+ ≤ 1. A` nouveau, on remarque que la hauteur de transition n’est
pas correctement pre´dite par la simulation aux grandes e´chelles. De plus, les
niveaux d’e´nergie cine´tique obtenus dans les cas A-SVV1 et A-SVV2 sont
supe´rieurs a` ceux obtenus dans le cas A alors qu’ils devraient the´oriquement
eˆtre infe´rieurs ou e´gaux (si les fluctuations statistiques des contributions de
sous-maille sont ne´gligeables).
Ces re´sultats pourraient eˆtre lie´s a` un manque de dissipation par le
mode`le SVV, ce qui expliquerait la transition trop pre´coce et le surplus
d’e´nergie cine´tique turbulente.
Conclusion sur la validite´ du mode`le SVV
Si certaines proprie´te´s des champs moyens sont bien reproduites par le mo-
de`le SVV, comme la stratification thermique ou le nombre de Nusselt, la
hauteur de transition de la couche limite verticale et le contenu e´nerge´tique
des structures turbulentes ne sont pas en accord parfait avec la simulation
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Figure 6.13 – E´tude de validite´ du mode`le SVV a` Ra = 3× 109. Surfaces
iso-valeurs du crite`re Q instantane´ Q = 10.
X+
Z+
0 0.1 0.20.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
A
X+
Z+
0 0.1 0.20.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
A-SVV1
X+
Z+
0 0.1 0.20.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
0.0015
0.00105
0.0006
0.00015
A-SVV2
énergie
cinétique
turbulente
Figure 6.14 – E´tude de validite´ du mode`le SVV a` Ra = 3 × 109. E´nergie
cine´tique turbulente
〈
u+′i u
+′
i
〉
/2 (A) et
〈
u+i
′
u+i
′〉
/2 (A-SVV1 et A-SVV2)
dans le plan y+ = 0, 5 pour 0 ≤ x+ ≤ 0, 2 et 0, 5 ≤ z+ ≤ 1. L’e´cart entre
deux iso-valeurs de l’e´nergie cine´tique est 7, 5× 10−5.
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nume´rique directe. Ne´anmoins, les e´carts obtenus sont comparables a` ceux
pre´sente´s dans d’autres travaux, exploitant des mode`les de sous-maille dif-
fe´rents (Barhaghi et Davidson, 2007; Sergent et al., 2013; Trias et al., 2013).
Une analyse de sensibilite´ aux deux parame`tres du mode`le (l’ordre de
coupure M et le poids ǫ) permettrait de savoir si ces re´sultats peuvent
eˆtre ame´liore´s et si une estimation de ces parame`tres peut eˆtre propose´e en
fonction du nombre de Rayleigh et du maillage spatial choisi.
Le mode`le SVV pourrait e´galement eˆtre ame´liore´ en calculant le poids
ǫ en fonction de l’espace et du temps par une me´thode dynamique, comme
cela a e´te´ propose´ par Kirby et Karniadakis (2002). Cependant, ce choix
modifierait l’algorithme de re´solution de fac¸on importante.
⋆ ⋆ ⋆
Les effets du rayonnement du gaz et des parois sur la convection naturelle
ont e´te´ e´tudie´s a` un nombre de Rayleigh de 3 × 109 par des simulations
nume´riques ou` toutes les e´chelles spatiales et temporelles sont re´solues. Les
effets du rayonnement du gaz sur la stratification thermique ou sur l’inten-
site´ des fluctuations statistiques se sont re´ve´le´s moins importants qu’a` un
nombre de Rayleigh de 3 × 108. En revanche, les e´coulements en pre´sence
de rayonnement des six parois de la cavite´ restent toujours tre`s chaotiques :
les zones de stratification instable en amont des couches limites verticales
favorisent la turbulence le long des parois isothermes. Les transferts radiatifs
influent peu sur l’e´volution du nombre de Nusselt en fonction du nombre
de Rayleigh qui suit une loi puissance proche de Ra0,275 pour les trois cas
conside´re´s.
Le mode`le SVV a e´te´ imple´mente´ pour la simulation aux grandes e´chelles
de la convection naturelle turbulente. Ce mode`le a e´te´ choisi pour sa com-
patibilite´ avec la me´thode spectrale de collocation et a e´te´ confronte´ aux
re´sultats de simulation nume´rique directe a` Ra = 3× 109. Le mode`le capte
l’e´coulement moyen de fac¸on satisfaisante mais ne reproduit pas exactement
la hauteur de transition de la couche limite et les niveaux des fluctuations
statistiques. Ces re´sultats sont toutefois encourageants dans la perspective
de travaux futurs tenant compte des transferts radiatifs.
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Conclusion
C
ette the`se contribue a` l’analyse des effets des transferts radiatifs pa-
rie´taux et en volume sur les e´coulements de convection naturelle sta-
tionnaires, transitionnels et turbulents et a` l’identification des me´canismes
physiques responsables de ces effets. Des simulations nume´riques de re´fe´-
rence, qui permettraient d’e´tudier la validite´ de mode`les approche´s, sont
obtenues jusqu’a` un nombre de Rayleigh de 3× 109. La cavite´ cubique dif-
fe´rentiellement chauffe´e est choisie comme configuration d’e´tude pour son
exploitation intensive dans la litte´rature passe´e. Des me´langes air/H2O/CO2
sont conside´re´s en vue d’applications au domaine de l’habitat.
Les simulations nume´riques de re´fe´rence pre´sente´es dans ces travaux s’ap-
puient sur une me´thode spectrale de collocation pour re´soudre l’e´coulement
de convection naturelle. Concernant les transferts radiatifs, deux approches
sont mises en œuvre : une me´thode de Monte Carlo statistique, permettant
un traitement rigoureux en raie par raie des spectres mole´culaires, et une
me´thode de lancer de rayons de´terministe, combine´e a` une mode´lisation
approche´e ADF des proprie´te´s du gaz. Dans le but d’acce´le´rer la conver-
gence statistique de la me´thode de Monte Carlo et d’ame´liorer la pre´cision
nume´rique de la me´thode de lancer de rayons applique´es aux milieux quasi-
isothermes conside´re´s, une nouvelle formulation de l’e´quation de transfert
radiatif est introduite. Cette formulation consiste a` soustraire aux champs
de luminance, la luminance d’e´quilibre a` la tempe´rature minimale du sys-
te`me. Dans les simulations couple´es, la me´thode de lancer de rayons est
pre´fe´re´e a` la me´thode de Monte Carlo pour deux raisons. D’une part, le mo-
de`le ADF est tre`s pre´cis car les gradients de tempe´rature sont suffisamment
faibles pour conside´rer le coefficient d’absorption uniforme. D’autre part, les
fluctuations statistiques de la me´thode de Monte Carlo sont proble´matiques
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pour de´tecter les premie`res instationnarite´s de l’e´coulement.
En re´gime stationnaire, les simulations nume´riques montrent des ef-
fets importants du rayonnement du gaz et des six parois de la cavite´. Les
e´changes radiatifs gaz-gaz et gaz-parois isothermes homoge´ne´isent le champ
de tempe´rature et font de´croˆıtre la stratification thermique verticale. Le
rayonnement du gaz a e´galement pour effet d’e´paissir les couches limites
verticales, d’augmenter la circulation ge´ne´rale et de renforcer les aspects
tridimensionnels de l’e´coulement. Les e´changes radiatifs entre les six parois
de la cavite´ conduisent a` des effets semblables en imposant une tempe´rature
proche de la tempe´rature moyenne sur les parois adiabatiques, en particu-
lier sur les parois haute et basse. Par ailleurs, l’approximation du gaz gris
surestime fortement les effets du rayonnement du gaz.
L’obtention de solutions instationnaires couple´es a` des nombres de Ray-
leigh infe´rieurs au nombre de Rayleigh critique de transition sans rayon-
nement constitue un re´sultat important. Lorsque le gaz rayonne et que les
parois adiabatiques sont parfaitement re´fle´chissantes, des structures tour-
billonnaires oriente´es dans le sens de l’e´coulement et transporte´es dans toute
la cavite´ sont identifie´es a` proximite´ de la transition par la de´composition en
modes propres orthogonaux. Une e´volution temporelle chaotique de l’e´cou-
lement est obtenue. Une accentuation des forces centrifuges a` la sortie des
couches limites verticales est probablement responsable de la transition.
Quand les six parois de la cavite´ sont noires et que le gaz est conside´re´ trans-
parent, des rouleaux instationnaires pe´riodiques, perpendiculaires a` l’e´cou-
lement, sont mis en e´vidence par la de´composition en modes dynamiques. La
formation de ces rouleaux dans les zones de stratification thermique instable,
induites par le rayonnement parie´tal, sugge`re un me´canisme de transition
de type Rayleigh-Be´nard.
En re´gime instationnaire, les transferts radiatifs amplifient le caracte`re
chaotique et tridimensionnel de l’e´coulement. En termes de champs moyens,
les re´sultats obtenus a` plus bas nombre de Rayleigh sont retrouve´s qualita-
tivement dans l’ensemble. La production d’e´nergie cine´tique turbulente est
domine´e par le cisaillement moyen plutoˆt que par les forces d’Archime`de,
en particulier lorsque le gaz rayonne.
Pour l’e´tude des re´gimes turbulents a` tre`s hauts nombres de Rayleigh, une
discre´tisation directe de l’espace de variation (espace, temps, et pour le
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rayonnement, direction et fre´quence) n’est pas envisageable aujourd’hui.
Concernant les transferts radiatifs, une mode´lisation base´e sur un filtrage
spatial est propose´e : les contributions filtre´es sont re´solues par la me´thode
de lancer de rayons sur un maillage laˆche et les contributions de sous-maille
sont re´solues de manie`re analytique dans l’espace de Fourier. L’efficacite´
et la pre´cision de ce mode`le sont e´value´es sur des champs de tempe´rature
instantane´s repre´sentatifs de la turbulence homoge`ne, de la convection na-
turelle et de la convection force´e de gaz chauds. La pre´cision des re´sultats
est controˆle´e par l’e´paisseur optique correspondant a` la longueur d’onde de
coupure du filtre et les erreurs sont limite´es a` quelques pour cent tant que
celle-ci reste infe´rieure a` l’unite´. L’acce´le´ration du temps de calcul par la
me´thode est lie´e au facteur de re´duction de maillage choisi pour re´soudre
les contributions filtre´es.
Le mode`le de sous-maille a permis de re´aliser des calculs de rayonnement
couple´s a` la simulation nume´rique directe de l’e´coulement de convection
naturelle a` un nombre de Rayleigh de 3×109. Les effets du rayonnement du
gaz se montrent moins importants dans ce cas, a` la fois sur la stratification
thermique moyenne et sur l’intensite´ des fluctuations turbulentes. Le ratio
entre les termes sources radiatif et convectif diminue avec le nombre de
Rayleigh si la taille de la cavite´ et les concentrations des espe`ces absorbantes
restent constantes. En revanche, les e´coulements en pre´sence de rayonnement
des six parois de la cavite´ restent toujours tre`s chaotiques : les zones de
stratification instable en amont des couches limites verticales favorisent la
turbulence le long des parois isothermes.
Dans le but d’explorer de plus hauts nombres de Rayleigh, une mode´-
lisation aux grandes e´chelles de la convection naturelle, adapte´e au code
spectral de collocation, est teste´e. Il s’agit d’ajouter un terme de diffusion
artificiel assurant la dissipation des hauts modes du de´veloppement spec-
tral. Les re´sultats obtenus sont prometteurs et permettent d’envisager une
utilisation plus intensive de cette approche pour des re´gimes d’e´coulement
plus turbulents.
La prise en compte des transferts radiatifs dans les simulations aux grandes
e´chelles de l’e´coulement de convection naturelle devra eˆtre entreprise dans
de futurs travaux. Tant que les e´carts de tempe´rature restent faibles et que le
coefficient d’absorption est uniforme, l’introduction d’un terme source radia-
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tif ne requiert pas de mode´lisation supple´mentaire. Les effets non-line´aires
du terme d’e´mission et les effets de corre´lation entre le coefficient d’absorp-
tion et le champ d’intensite´ peuvent eˆtre ne´glige´s. Cependant, comme le
nombre de Rayleigh est proportionnel a` l’e´cart de tempe´rature, il paraˆıt
ne´cessaire d’e´tendre la mode´lisation pour e´tudier le re´gime turbulent de fa-
c¸on plus exhaustive. Par ailleurs, l’influence des transferts radiatifs sur la
mode´lisation aux grandes e´chelles de l’e´coulement devra eˆtre approfondie.
Dans l’habitat ou dans l’atmosphe`re, la condensation et l’e´vaporation
peuvent eˆtre a` l’origine de variations spatiales de la concentration en va-
peur d’eau. La densite´ du fluide (moteur du mouvement) et les proprie´te´s
radiatives sont directement lie´es a` la concentration locale et ces variations
ont un impact important sur l’e´coulement et les transferts de chaleur, comme
cela a e´te´ montre´ dans des e´tudes re´centes en cavite´ carre´e diffe´rentiellement
chauffe´e (Meftah et al., 2009; Ibrahim et Lemonnier, 2009). Le transport de
la vapeur d’eau pourra eˆtre re´solu sans difficulte´s avec la me´thode spectrale
de collocation. En revanche, la mode´lisation ADF des proprie´te´s radiatives
devra eˆtre re´examine´e pour prendre en compte les variations spatiales dis-
tinctes des concentrations en vapeur d’eau et en dioxyde de carbone, a` moins
que l’utilisation de la me´thode de lancer de rayons ne soit remise en cause
au profit de la me´thode de Monte Carlo raie par raie.
Une autre perspective a` cette the`se est l’investigation de la cavite´ cubique
chauffe´e par le bas. Dans cette configuration, une grande varie´te´ d’e´coule-
ments stationnaires et instationnaires, ont e´te´ mis en e´vidence pour des
nombres de Rayleigh infe´rieurs a` 1, 5× 105 et en l’absence de rayonnement
(Puigjaner et al., 2008, 2011). Lan et al. (2003) ont re´alise´ des simulations
nume´riques dans des cavite´s 3D chauffe´es par le bas et remplies de fluides
gris a` proximite´ du de´clenchement de la convection, mais l’effet du rayon-
nement sur les re´gimes transitionnels et turbulents reste a` quantifier. Pour
cela, on pourra s’appuyer sur les me´thodes nume´riques de re´solution et sur
les me´thodes d’analyse des e´coulements (POD, DMD) mises en œuvre pour
simuler et comprendre la dynamique des e´coulements.
En prolongement de cette e´tude, une validation expe´rimentale des re´-
sultats de simulation obtenus serait ne´cessaire pour confirmer les effets des
transferts radiatifs observe´s sur la stratification thermique ou sur les struc-
tures tridimensionnelles de l’e´coulement. Comme cela a e´te´ souligne´ en in-
troduction, il est difficile d’isoler thermiquement des cavite´s remplies d’air.
De nouvelles simulations nume´riques inte´grant la conduction dans les pa-
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rois haute et basse de la cavite´ devront eˆtre mene´es, pre´alablement a` une
confrontation expe´rimentale.
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Annexe A
Parame`tres des simulations
nume´riques
C
ette annexe pre´sente les parame`tres utilise´s pour les simulations nu-
me´riques et valide les choix de discre´tisation : discre´tisation spatiale et
temporelle pour le code spectral Chebyshev, discre´tisation spatiale, tempo-
relle et directionnelle pour la me´thode de lancer de rayons. La validation de
la discre´tisation du mode`le ADF, exploite´e pour traiter les proprie´te´s radia-
tives des me´langes air/H2O/CO2, a e´te´ apporte´e au chapitre 1 (§ 1.3.2).
Les diffe´rentes configurations e´tudie´es sont rappele´es dans le tableau A.1.
Pour l’ensemble des simulations, le nombre de Prandtl est pris e´gal a` 0, 707.
Pour le cas C, il faut fixer la taille de la cavite´ L et pour les cas B et D, il faut
fixer la taille de la cavite´ L et la fraction molaire des espe`ces absorbantes
XH2O et XCO2 . Le rapport XH2O/XCO2 est toujours choisi constant et e´gal
a` 20. Les proprie´te´s thermophysiques (conductivite´ thermique, diffusivite´
thermique) sont prises e´gales a` celles de l’air a` la tempe´rature moyenne,
fixe´e a` T0 = 300 K (voir § 1.2).
Table A.1 – Configurations e´tudie´es.
Cas A B C D
Parois isothermes ε = 1 ε = 1 ε = 1 ε = 1
Parois adiabatiques ε = 0 ε = 0 ε = 1 ε = 1
Gaz Transparent Rayonnant Transparent Rayonnant
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Le cas note´ COND correspond au cas d’un gaz transparent contenu dans
une cavite´ diffe´rentiellement chauffe´e dont les parois non isothermes sont
parfaitement conductrices. Les parois x = 0 et x = L restent isothermes a`
la tempe´rature Tc et Tf et les parois horizontales et late´rales (y = 0, y = L,
z = 0 et z = L) sont a` tempe´rature impose´e T (x) = Tc − x∆T/L dans ce
cas.
A.1 Simulations stationnaires
Les parame`tres des simulations nume´riques conduisant a` des re´gimes sta-
tionnaires, analyse´es au chapitre 3, sont reporte´s dans le tableau A.2.
Discre´tisation spatiale Le maillage spatial convectif, choisi pour la gamme
105 ≤ Ra ≤ 3×107 est conforme a` ceux utilise´s dans la litte´rature (Labrosse
et al., 1997; Tric et al., 2000), voire plus fin. Le maillage spatial radiatif est
construit en regroupant par deux les mailles du maillage convectif. L’in-
fluence de la discre´tisation spatiale pour le rayonnement est discute´e pour
les plus hauts nombres de Rayleigh (§ A.2).
Discre´tisation temporelle Le pas de temps δt+ du code spectral et la
fre´quence de couplage α des calculs de rayonnement influencent le re´gime
transitoire mais n’affectent pas la solution stationnaire finale tant que celle-
ci est unique.
Discre´tisation angulaire La discre´tisation angulaire de la me´thode de
lancer de rayons Nϑ × Nϕ = 60 × 60, s’est ave´re´e suffisante pour calculer
les transferts radiatifs dans des maillages plus fins (voir § A.2) et est donc
conside´re´e suffisante. A` noter que le nombre de rayons aux parois est tel que
Npϑ = Nϑ/2 et N
p
ϕ = Nϕ.
Convergence Les solutions nume´riques sont inte´gre´es jusqu’a` un temps
∆t+, ne´cessaire pour atteindre la stationnarite´. Le crite`re retenu pour de´-
cre´ter la stationnarite´ est que les variations des champs de tempe´rature,
vitesse et puissance radiative, pendant un intervalle de temps adimensionne´
de un, n’exce`dent pas 10−7.
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Temps de calcul Le temps de calcul CPU (accronyme pour Central Pro-
cessing Unit) tCPU correspond au temps de calcul cumule´ desNp processeurs
utilise´s. Les temps de calcul sont indique´s pour des processeurs IBM-Power6,
cadence´s a` 4,7 GHz.
A.2 Simulations instationnaires
Les parame`tres des simulations nume´riques conduisant a` des re´gimes insta-
tionnaires, analyse´es au chapitre 4 et au paragraphe 6.1, sont reporte´s dans
le tableau A.3.
Discre´tisation spatiale pour la convection A` Ra = 3× 108, les struc-
tures spatiales les plus fines sont obtenues dans le cas C (voir figure 4.19).
La convergence en maillage est teste´e a` Ra = 3×108 sur le cas COND, dont
les similitudes avec le cas C ont e´te´ pre´ce´demment souligne´es (§ 4.2.2). A`
partir d’un meˆme e´tat initial en re´gime asymptotique, la solution est calcu-
le´e pendant une pe´riode ∆t+ = 100 en utilisant deux maillages diffe´rents :
161 × 161 × (8 × 21) et 241 × 241 × (16 × 17). Les re´sultats sont compa-
re´s en moyenne statistique dans le tableau A.4. Les e´carts sur les nombres
de Nusselt sont infe´rieurs a` 1 %. Pour les autres quantite´s, qui sont, soit
des quantite´s locales, soit des statistiques d’ordre deux, l’accord est un peu
moins bon mais reste de l’ordre de quelques pourcents. Ces e´carts sont com-
parables au niveau de convergence statistique de chacune des solutions et
sont juge´s satisfaisants. Dans le cas A, l’utilisation d’un maillage plus laˆche
selon y a` Ra = 3× 108 est justifie´e compte tenu des faibles variations de la
solution dans cette direction (voir figure 4.19).
Discre´tisation spatiale pour le rayonnement Le maillage spatial ra-
diatif est construit en regroupant par deux les mailles du maillage convectif
pour les simulations nume´riques dans la plage Ra ∈ [3× 107 − 3× 108]. La
convergence en maillage est teste´e a` Ra = 3×108 sur le cas B. A` partir d’un
meˆme e´tat initial en re´gime asymptotique, la solution est calcule´e pendant
une pe´riode ∆t+ = 200 en utilisant des regroupements par quatre et par
deux, correspondant a` des maillages radiatifs de 403 points et 803 points,
respectivement. Les re´sultats sont compare´s en moyenne statistique dans
le tableau A.5. Concernant les champs moyens, les e´carts sont de l’ordre
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Table A.4 – Influence de la discre´tisation spatiale pour la convection. Cas
COND a` Ra = 3×108 calcule´ a` partir du meˆme e´tat initial asymptotique sur
deux maillages convectifs diffe´rents sur une pe´riode d’inte´gration statistique
∆t+ = 100.
Maillage convectif 161× 161× (8× 21) 241× 241× (16× 17)
〈Nu(x+ = 0)〉 35,89 35,77
〈Nu(x+ = 0, 5)〉) 66,88 66,52
〈Nu(x+ = 1)〉) 35,85 35,69
〈S〉 0,452 0,436〈
u+1
〉
max
0,170 0,170〈
u+2
〉
max
0,117 0,124〈
u+3
〉
max
0,321 0,329
〈u′iu′i〉 /2 5,44×10−4 5,32×10−4
Pr/
√
Ra
〈
(∂u+′i /∂x
+
i )
2
〉
3,94×10−4 3,84×10−4
Table A.5 – Influence de la discre´tisation spatiale pour le rayonnement. Cas
B a` Ra = 3 × 108 calcule´ a` partir du meˆme e´tat initial asymptotique sur
deux maillages radiatifs diffe´rents sur une pe´riode d’inte´gration statistique
∆t+ = 200. Les maillages de 403 et 803 points correspondent respectivement
a` un regroupement par quatre et par deux des mailles du maillage convectif.
Maillage radiatif 403 803
〈Nu(x+ = 0)〉 35,89 35,58
〈Nu(x+ = 0, 5)〉) 72,46 73,38
〈Nu(x+ = 1)〉) 35,89 35,58
〈S〉 0,320 0,320
〈T+〉haut 0,225 0,228〈
u+1
〉
max
0,245 0,245〈
u+2
〉
max
0,124 0,125〈
u+3
〉
max
0,312 0,312
〈u′iu′i〉 /2 2,57× 10−4 2,48× 10−4
Pr/
√
Ra
〈
(∂u+′i /∂x
+
i )
2
〉
1,43× 10−4 1,60× 10−4
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Figure A.1 – Influence de la discre´tisation spatiale pour le rayonnement.
Comparaison entre deux champs de puissance pour le cas B a` Ra = 3× 108
calcule´s a` partir du meˆme champ de tempe´rature (discre´tise´ sur le maillage
convectif de 1603 points) en utilisant deux maillages radiatifs diffe´rents (803
et 1603 points). Profils de puissance instantane´e selon la ligne y+ = 0, 5 et
z+ = 0, 75 (gauche) et selon la ligne x+ = 0, 96 et z+ = 0, 75 (droite).
de 1 %. Concernant les statistiques d’ordre deux (l’e´nergie cine´tique turbu-
lente et son taux de dissipation), l’accord est un peu moins bon mais est
comparable a` la convergence statistique du bilan d’e´nergie cine´tique fluc-
tuante (§ 4.3.3). En termes de champs instantane´s, on retrouve les meˆmes
structures thermiques et me´caniques de´crites au paragraphe 4.3.2.
Une autre comparaison est propose´e pour le cas B a` Ra = 3 × 108 :
un champ de puissance radiative est calcule´ a` partir du meˆme champ de
tempe´rature (discre´tise´ sur le maillage convectif de 1603 points) en utili-
sant deux maillages radiatifs diffe´rents (803 et 1603 points). Deux profils de
puissance le long de la ligne y+ = 0, 5 et z+ = 0, 75 et le long de la ligne
x+ = 0, 96 et z+ = 0, 75 sont trace´s sur la figure A.1. On observe que le
regroupement de maille par deux lisse le champ de puissance radiative en
amont des couches limites verticales. Les e´carts locaux peuvent eˆtre impor-
tants en particulier au niveau des pics de puissance remarquables sur partie
droite de la figure A.1 autour de y+ ≃ 0, 2, y+ ≃ 0, 5 et y+ ≃ 0, 7. Ces pics
correspondent a` des rouleaux de gaz froids qui tournent selon z. Une com-
paraison en termes de moyennes statistiques aurait e´te´ souhaitable mais n’a
pu eˆtre envisage´e compte tenu du couˆt de calcul important associe´ aux si-
mulations couple´es avec rayonnement de gaz sur un maillage radiatif de 1603
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points. Ne´anmoins, l’accord satisfaisant obtenu entre les maillages radiatifs
403 et 803 semble indiquer que ces e´carts influeront peu sur la dynamique
de l’e´coulement et sur les statistiques.
En ce qui concerne les simulations a` Ra = 3 × 109, on utilise le mode`le
de sous-maille du chapitre 5 avec un facteur de re´duction du maillage de 4
dans chaque direction, ce qui correspond a` un maillage de 813 points pour la
re´solution des contributions filtre´es. La pre´cision du mode`le de sous-maille
dans ce cas est discute´e en de´tail au paragraphe 5.3.
Discre´tisation temporelle Le pas de temps δt+ du code spectral est
impose´ par la contrainte de stabilite´ du sche´ma semi-implicite et est surdi-
mensionne´ par rapport aux variations physiques de la tempe´rature. Il est
donc pertinent de n’actualiser le champ de rayonnement qu’apre`s α ite´ra-
tions convectives. La figure A.2 compare, pour le cas B a` Ra = 3 × 108 et
pour 3600 directions, deux solutions instationnaires obtenues avec α = 10
et α = 20 a` partir du meˆme e´tat initial. L’e´volution de plusieurs quantite´s,
comme la tempe´rature, la puissance radiative, la vitesse transversale et le
nombre de Nusselt, est repre´sente´e pendant une pe´riode de ∆t+ = 8 . Les
e´carts ne sont pas discernables sur les quantite´s locales mais sont un peu
plus importants sur le nombre de Nusselt (e´cart maximal de 0,3 %). Une
comparaison en termes de moyennes statistiques aurait e´te´ souhaitable mais
n’a pu eˆtre conduite.
Discre´tisation angulaire Le nombre de direction Nϑ ×Nϕ est pris sys-
te´matiquement e´gal a` 3600 (le nombre de directions Npϑ ×Npϕ est pris syste´-
matiquement e´gal a` 1800) pour des maillages radiatifs comprenant au maxi-
mum 803 mailles. La figure A.2 compare, pour le cas B a` Ra = 3 × 108 et
pour α = 20, deux solutions instationnaires obtenues avec Nϑ×Nϕ = 60×60
et Nϑ × Nϕ = 30 × 30. A` nouveau, les e´carts ne sont pas discernables sur
les quantite´s locales et ne de´passent pas 0,2 % pour le nombre de Nusselt.
La discre´tisation angulaire retenue semble donc suffisante.
Convergence statistique Les calculs instationnaires doivent eˆtre pour-
suivis sur une pe´riode d’inte´gration temporelle la plus longue possible afin
de re´aliser une analyse statistique pre´cise des solutions. Le nombre d’e´chan-
tillons statistiques doit augmenter avec le nombre de Rayleigh, car plus
l’e´coulement est turbulent, plus il est chaotique. En pratique, le couˆt nume´-
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Figure A.2 – Influence du nombre de direction et de la fre´quence de cou-
plage. Cas B a` Ra = 3×108 calcule´ avec un maillage radiatif de 803 mailles.
rique des simulations (particulie`rement pour le cas B) limite fortement le
temps d’inte´gration statistique.
La pe´riode temporelle associe´e au re´gime transitoire ∆t+trans, entre l’e´tat
initial et le commencement du re´gime asymptotique, est estime´e en ob-
servant l’e´volution temporelle du nombre de Nusselt inte´gre´ dans le plan
x+ = 0, 5.
Temps de calcul Les temps de calculs sont indique´s pour des processeurs
Intel Sandy Bridge E5-4650, cadence´s a` 2, 7 GHz.
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Annexe B
Comple´ments sur le mode`le
de sous-maille
C
ette annexe apporte des comple´ments au mode`le de sous-maille pre´-
sente´ au chapitre 5. Tout d’abord, l’expression analytique du mode`le
de sous-maille dans l’espace de Fourier est compare´e aux approximations
diffe´rentielles du rayonnement, a` la limite des grandes e´paisseurs optiques.
Un exemple d’application supple´mentaire, pour lequel le coefficient d’ab-
sorption de´pend de l’espace, est ensuite e´tudie´.
B.1 Approximations diffe´rentielles
Des expressions alternatives du mode`le de sous-maille, base´es sur les ap-
proximations diffe´rentielles du rayonnement, sont propose´es. Ces mode`les,
connus pour eˆtre pre´cis dans les milieux e´pais, sont compare´s a` la solution
analytique de´veloppe´e dans l’espace de Fourier (§ 5.1.2). On rappelle que
pour l’e´tablissement du mode`le de sous-maille, le coefficient d’absorption
est suppose´ uniforme et la luminance de sous-maille partante des parois est
ne´glige´e.
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B.1.1 Approximation P1
En utilisant l’approximation P1, la luminance de sous-maille inte´gre´e G
′′
ν(r)
satisfait l’e´quation de diffusion (Modest, 2003)
− 1
κν
∇·
(
1
3κν
∇G′′ν(r)
)
= 4πI◦′ν (r)−G′′ν(r). (B.1)
Dans l’espace de Fourier, cette e´quation devient
k2
3κ2ν
Gˆ′′ν(k) = 4πIˆ
◦′
ν (k)− Gˆ′′ν(k), (B.2)
d’ou`
Gˆ′′ν(k) = 4πIˆ
◦′
ν (k)
(
1 +
k2
3κ2ν
)−1
. (B.3)
B.1.2 Approximation SP3
L’approximation PN simplifie´e (SPN ) (Larsen et al., 2002) est base´e sur
un de´veloppement de l’ope´rateur (1 + (ǫ/κν)Ω·∇)
−1 en puissances de ǫ =
(κrefLref)
−1 pour un milieu e´pais, ou` κref et Lref sont le coefficient d’absorp-
tion et l’e´chelle de longueur de re´fe´rence. En ne retenant que les termes a`
l’ordre O(ǫ8), l’approximation SP3 permet d’e´crire
G′′ν(r) =
γ2ψ1,ν(r)− γ1ψ2,ν(r)
γ2 − γ1 , (B.4)
ou` les constantes γi, i = 1, 2 sont donne´es par 7γi = 5 + (−1)i15
√
6/5. Les
fonctions ψi,ν(r), i = 1, 2, satisfont l’e´quation
− 1
κν
∇·
[
µi
κν
∇ψi,ν(r)
]
+ ψi,ν(r) = 4πI
◦′
ν (r), i = 1, 2, (B.5)
ou` les constantes µi, i = 1, 2 ve´rifient 7µi = 3 + (−1)i2
√
6/5. Ces deux
e´quations sont couple´es par leur condition aux limites, mais celles-ci sont
ignore´es pour l’e´tablissement du mode`le de sous-maille.
Dans l’espace de Fourier la solution de l’e´quation (B.5) s’e´crit
ψˆi,ν(k) = 4πIˆ
◦′
ν (k)
(
µi
k2
κ2ν
+ 1
)−1
, i = 1, 2. (B.6)
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Figure B.1 – Fonctions g(κν/k) = Gˆ
′′
ν(k)/(4πIˆ
◦′
ν (k)) calcule´es de manie`re
exacte (e´quation (B.8)), et par les approximations P1 (e´quation (B.3)) et
SP3 (e´quation (B.7)).
En combinant ce re´sultat a` l’expression de G′′ν(r), on obtient
Gˆ′′ν(k) =
4πIˆ◦′ν (k)
γ2 − γ1

 γ2
µ1
k2
κ2ν
+ 1
− γ1
µ2
k2
κ2ν
+ 1

 . (B.7)
B.1.3 Comparaison avec la solution exacte
Les fonctions g(κν/k) = Gˆ
′′
ν(k)/(4πIˆ
◦′
ν (k)), calcule´es par l’approximation
P1, l’approximation SP3 et de manie`re exacte, sont repre´sente´es sur la fi-
gure B.1. L’approximation SP3 et l’approximation P1 sont correctes de`s que
l’e´paisseur optique 2πκν/k est plus grande que 3 et 10, respectivement.
A` la limite e´paisse (x = k/κν → 0), le de´veloppement limite´ de la
solution analytique s’e´crit
Gˆ′′ν(k) = 4πIˆ
◦′
ν (k)
1
x
arctan (x) , x =
k
κν
(B.8)
= 4πIˆ◦′ν (k)
(
1− 1
3
x2 +
1
5
x4 − 1
7
x6 +O (x7)) . (B.9)
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Les de´veloppements limite´s des e´quations (B.3) et (B.7) sont identiques
jusqu’a` l’ordre O(x2) pour l’approximation P1 et jusqu’a` l’ordre O(x6) pour
l’approximation SP3. En revanche, a` la limite mince (y = κν/k → 0), le
premier terme du de´veloppement des approximations P1 et SP3 est d’ordre
O(y2) alors que la solution exacte converge vers un terme d’ordre O(y).
B.2 Application a` la convection force´e de produits
de combustion
L’objet de cette partie est d’appliquer le mode`le de sous-maille dans un
milieu ou` les gradients de tempe´rature sont significatifs et ou` le coefficient
d’absorption de´pend fortement de l’espace. Un e´coulement turbulent de pro-
duits de combustion (vapeur d’eau, dioxide de carbone) dans un canal est
conside´re´.
Les transferts radiatifs sont calcule´s a` partir d’un champ de tempe´ra-
ture instantane´ provenant de simulations nume´riques couple´es conduites par
Zhang et al. (2013). Cette solution est obtenue a` partir d’un solveur bas
Mach volume fini pour l’e´coulement et a` partir d’une me´thode de Monte
Carlo et d’un mode`le CK pour le rayonnement. Un me´lange H2O/CO2/N2
(XH2O = 0, 155, XCO2 = 0, 116), s’e´coulant a` un nombre de Reynolds
Reδ = 1, 175 × 104 et a` haute pression P = 40 atm entre deux parois
isothermes (Tf = 950 K, Tc = 1150 K) d’e´missivite´ ε = 0, 8, est conside´re´.
Le domaine de calcul, repre´sente´ sur la figure B.2, est de taille 2πδ×2δ×πδ
(δ = 0, 1 m) et discre´tise´ par 200× 230× 200 points selon les axes x, y et z.
Le maillage radiatif est trois fois moins re´solu dans la direction x, deux fois
moins re´solu dans les direction y et z. Les champs de vitesse, de tempe´ra-
ture et de luminance sont conside´re´s pe´riodiques dans les directions x et z.
Plus de de´tails concernant l’obtention de cette solution couple´e sont donne´s
par Zhang et al. (2013).
Les pre´sents re´sultats ont e´te´ obtenus dans les meˆmes conditions, mis
a` part les points suivants. Le champ de tempe´rature est interpole´ sur un
maillage de 200 points uniforme´ment re´partis dans les direction x et z et de
256 points de Chebyshev-Gauss-Lobatto dans la direction y, sur lequel sont
calcule´s les transferts radiatifs. On utilise le mode`le ADF pour mode´liser
les proprie´te´s radiatives du me´lange. Enfin, on conside`re des parois diffuses
parfaitement re´fle´chissantes aux frontie`res dans les directions x et z, alors
que Zhang et al. (2013) conside`rent la pe´riodicite´ des champs de luminance.
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Figure B.2 – Cas de la convection force´e de gaz chauds. Sche´ma du canal
et conditions aux limites. Les directions x et z sont pe´riodiques.
B.2.1 Mode`le de sous-maille a` coefficient d’absorption va-
riable
La de´pendance spatiale du coefficient d’absorption introduit des termes spa-
tiaux non line´aires dans l’e´quation de transfert radiatif, complexifiant l’ana-
lyse de´veloppe´e au chapitre 5. Une approche pragmatique, consistant a` tenir
compte des variations du coefficient d’absorption dans la contribution filtre´e
et a` les ne´gliger dans la contribution de sous-maille, est propose´e. Ce choix
est justifie´ dans la mesure ou` le mode`le de sous-maille n’est utile que quand
le milieu est e´pais et quand les transferts radiatifs sont locaux.
Mode`le ADF La de´pendance spectrale des proprie´te´s radiatives du me´-
lange est traite´e par le mode`le ADF (voir § 1.3.2). En raison des variations
de tempe´rature conside´re´es ici, l’hypothe`se de se´parabilite´ (e´quation (1.33))
n’est plus valide. Dans ce cas, la mise en œuvre du mode`le ADF (Pier-
rot et al., 1999a) consiste a` remplacer l’inte´gration sur les fre´quences ν des
champs radiatifs par une inte´gration, non plus sur les valeurs de la fonction
η(ν), mais sur les valeurs du coefficient d’absorption dans une condition de
re´fe´rence κ0ν .
On introduit les fonctions de distribution cumule´es du coefficient d’ab-
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sorption κν(T ), ponde´re´es par la fonction de Planck a` une tempe´rature TP
F (κ, TP , T ) = π
σT 4p
∫
ν/κν(T )≤κ
Ioν (TP ) dν, (B.10)
ou` T de´signe une condition thermophysique quelconque (pression, compo-
sition et tempe´rature). Ces fonctions sont obtenues directement a` partir
des spectres a` haute re´solution calcule´s raie par raie a` partir de la base de
donne´e du laboratoire EM2C (Taine et Soufiani, 1999).
Les valeurs du coefficient d’absorption sont discre´tise´es dans une condi-
tion de re´fe´rence T0 (de tempe´rature T0) en intervalles [κ−i (T0);κ+i (T0)],
i = 1, . . . , NADF. A` chacun de ces intervalles est associe´ une valeur unique
du coefficient d’absorption κi(T0) dans la condition de re´fe´rence, repre´sen-
tative de l’intervalle. Cette discre´tisation est transporte´e dans toute autre
condition T en inversant les relations implicites
F (καi (T ), T0, T ) = F(καi (T0), T0, T0), (B.11)
ou` καi de´signe aussi bien κ
−
i , κi que κ
+
i .
Ceci permet d’affecter a` chaque classe i, une valeur unique de coefficient
d’absorption κi(T ) dans chaque condition thermophysique T . Le poids as-
socie´ est alors calcule´ selon
ai(T ) = F (κ+i (T ), T, T )− F (κ−i (T ), T, T ), (B.12)
ou` T est la tempe´rature associe´e a` la condition T , afin d’assurer une bonne
pre´diction de l’e´mission du me´lange gazeux. A` chaque classe est associe´e
une luminance partielle Ii satisfaisant une e´quation de transfert identique a`
l’e´quation (1.38).
Pour l’application conside´re´e ici, la composition du me´lange gazeux et
la pression sont uniformes (XH2O = 0, 155, XCO2 = 0, 116, P = 40 atm) et
seule la tempe´rature caracte´rise les conditions thermophysiques. La tempe´-
rature de re´fe´rence est prise a` T0 = 1500 K. Le nombre de classes est pris
e´gal a` NADF = 8, dont une classe correspondant aux zones de transparences
du gaz (κi=1(T ) = 0).
Filtrage La luminance d’e´quilibre I◦i (r) associe´e a` la classe ADF i se
de´compose par filtrage spatial selon
σ
π
ai(r)T
4(r)︸ ︷︷ ︸
I◦i (r)
=
σ
π
aiT 4(r)︸ ︷︷ ︸
I◦i (r)
+
σ
π
(aiT
4)′(r)︸ ︷︷ ︸
I◦′i (r)
. (B.13)
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Dans les directions x et z, on utilise le filtre Fourier (e´quation (5.21)) et
dans la direction y, le filtre Chebyshev (e´quation (5.25)). Il est important
de noter dans ce cas, que chaque classe ADF doit eˆtre filtre´e se´pare´ment.
Contributions ﬁltre´es La luminance inte´gre´e filtre´e
∼
Gi(r) est calcule´e
par la me´thode de lancer de rayons a` partir du terme source aiT 4(r). Pour
calculer la transmission le long des trajets optiques, le coefficient d’absorp-
tion est e´chantillonne´ sur le maillage grossier. Cette approximation reste
valide tant que les variations spatiales de κi(r) a` l’inte´rieur des mailles
larges ne sont pas trop importantes.
Contributions de sous-maille La solution analytique obtenue dans l’es-
pace de Fourier (e´quation (B.8)) n’est plus valable lorsque le coefficient
d’absorption varie spatialement. La transforme´e de Fourier de l’e´quation de
transfert radiatif
ι k·Ω Iˆ ′′ν (k,Ω) = κˆν(k) ∗ Iˆ◦′ν (k)− κˆν(k) ∗ Iˆ ′′ν (k,Ω), (B.14)
implique des produits de convolution entre la transforme´e de Fourier du
coefficient d’absorption κˆν(k) et la transforme´e de Fourier des luminances
Iˆ◦′ν (k) et Iˆ ′′ν (k,Ω). Cependant, comme la contribution de sous-maille n’est
significative que pour les nombres d’ondes e´pais, elle de´pend faiblement
des variations du coefficient d’absorption. Cette contribution est calcule´e en
supposant le coefficient d’absorption uniforme et e´gal a` κ⋆ν = κν(T0) si T0
est la tempe´rature moyenne du milieu. Avec le mode`le ADF, on obtient
Gˆi
′′
(k) = 4σ̂(aiT 4)′(k)
κ⋆i
k
arctan
(
k
κ⋆i
)
. (B.15)
La puissance radiative se calcule finalement par
PR(r) =
NADF∑
i=1
(
4κi(r)ai(r)σT
4(r)− κi(r)
(
∼
Gi(r) +G
′′
i (r)
))
. (B.16)
Le calcul du terme d’e´mission reste de´terministe.
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B.2.2 Re´sultats
Les re´sultats obtenus avec le mode`le de sous-maille sont montre´s sur la
figure B.3 dans le plan y = 4, 3 mm (couche limite froide). Le niveau de
filtre est N/N = 4 (maillage de 50 points uniforme´ment re´partis dans les
directions x et z et maillage de 64 points de Chebyshev-Gauss-Lobatto dans
la direction y). La puissance radiative pre´sente des structures allonge´es,
oriente´es dans le sens de l’e´coulement, qui sont induites par la turbulence de
couche limite. Ces structures sont e´galement remarquables sur la puissance
radiative filtre´e, alors que la puissance radiative de sous-maille pre´sente des
motifs de plus petites tailles, qui ne sont pas optiquement minces a` cause
du haut niveau de pression. L’accord avec la solution de re´fe´rence (me´thode
de lancer de rayons applique´e sur le maillage fin) est bon, ce qui conforte
les hypothe`ses e´mises pour e´tablir le mode`le de sous-maille dans le cas ou` le
coefficient d’absorption varie spatialement. L’e´cart moyen normalise´ est e´gal
a` ‖P−Pref‖/‖Pref‖ = 0, 0394. Les plus fortes erreurs sont localise´es pre`s des
frontie`res pe´riodiques car la grille utilise´e est uniforme dans les directions x
et z. Concernant les flux radiatifs, l’e´cart moyen normalise´ est de 6, 9×10−3
et de 5, 8× 10−3 pour les parois froide et chaude, respectivement.
La pre´cision du mode`le de sous-maille reste bonne pour des gradients
de tempe´rature plus e´leve´s. En utilisant une distribution de tempe´rature
homothe´tique de´finie par T ⋄(r) = (T (r)− 1050)× 5 + 1500 (T ⋄c = 1000 K,
T ⋄h = 2000 K), l’e´cart moyen normalise´ obtenu pour la puissance radiative
est e´gal a` 0, 0344. Ce re´sultat confirme que le mode`le de sous-maille peut
eˆtre utilise´ dans une grande varie´te´ de cas.
La prise en compte des variations spatiales du coefficient d’absorption
affecte ne´anmoins les gains en termes de temps de calcul car les ope´rations de
filtrage et de transforme´es de Fourier doivent eˆtre re´alise´es pour chacune des
classes ADF. On obtient un facteur d’acce´le´ration de 65, plus faible que celui
obtenu dans les exemples pre´ce´dents (§§ 5.2 et 5.3) mais toujours inte´ressant
pour des simulations nume´riques couple´es instationnaires a` haut nombre
de Reynolds. Une optimisation pourrait eˆtre apporte´e en ne calculant pas
la contribution des e´chelles minces, telles que κ⋆i /kc ≪ 1, a` la puissance
absorbe´e de sous maille e´tant donne´ que celle-ci est ne´gligeable.
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Figure B.3 – Cas de la convection force´e de gaz chauds. De haut en bas :
puissance radiative totale, filtre´e, de sous-maille et e´carts absolus avec le
calcul de re´fe´rence. Plan dans la couche limite, pre`s de la paroi froide a`
y = 4, 3 mm. Le niveau de filtre est N/N = 4.
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Annexe C
Me´thode de Monte Carlo
pour les milieux
quasi-isothermes
C
ette annexe reporte le texte de l’article Monte Carlo methods for ra-
diative transfer in quasi-isothermal participating media, publie´ dans
la revue Journal of Quantitative Spectroscopy and Radiative Transfer (Sou-
casse et al., 2013). Cet article pre´sente un algorithme de Monte Carlo adapte´
aux faibles e´carts de tempe´rature base´ sur le formalisme du paragraphe 2.2.1.
Des calculs de transferts radiatifs, mene´s a` partir d’un champ de tempe´-
rature prescrit issu d’un calcul couple´ en cavite´ diffe´rentiellement chauffe´e,
sont pre´sente´s afin de comparer cette me´thode de Monte Carlo, nomme´e
ci-apre`s Shift Forward Method, a` l’algorithme Monte Carlo classique (For-
ward Method) et aux me´thodes re´ciproques de Tesse´ et al. (2002) (Emission
Reciprocity Method et Absorption Reciprocity Method), elles aussi adapte´es
aux faibles e´carts de tempe´rature. Compare´ a` l’algorithme classique, un gain
d’un facteur (T0/∆T )
2 sur le temps de calcul est observe´ pour atteindre le
meˆme e´cart type statistique. Comparativement aux me´thodes re´ciproques,
la me´thode s’ave`re plus pre´cise pour le calcul des flux aux parois mais un
peu mois pre´cise pour le calcul des puissances radiatives volumiques.
L’influence de l’e´cart de tempe´rature ∆T est e´tudie´, en prenant en
compte les variations du spectre d’absorption raie par raie du milieu avec la
tempe´rature (κν(T (r))). Enfin, une comparaison entre la me´thode de lancer
de rayons ADF et la me´thode de Monte Carlo raie par raie est propose´e.
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Monte Carlo methods for radiative
transfer in quasi-isothermal participating
media
Laurent Soucasse, Philippe Rivie`re and Anouar Soufiani
Abstract Based on the superposition principle, we propose in this study
a Monte Carlo (MC) formulation for radiative transfer in quasi-isothermal
media which consists in directly computing the difference between the actual
radiative field and the equilibrium radiative field at the minimum tempera-
ture in the medium. This shift formulation is implemented for the prediction
of radiative fluxes and volumetric powers in a combined free convection –
radiation problem where a differentially heated cubical cavity is filled with
air with a small amount of H2O and CO2. High resolution spectra are
used to describe radiative properties of the gas in this 3D configuration.
We show that, compared to the standard analog MC method, the shift ap-
proach leads to a huge saving of required computational times to reach a
given convergence level. In addition, this approach is compared to recipro-
cal MC formulations and is shown to be more efficient for the prediction of
wall fluxes but slightly less efficient for volumetric powers.
C.1 Introduction
The Monte Carlo (MC) method for radiative heat transfer calculation ap-
pears to be the most efficient way to take into account some complex aspects
of radiation, like spectral gas properties, complex geometries or scattering
effects, without further approximations. A review of MC application to ra-
diative transfer is given for instance by Howell (1998). In the case of very
weak temperature gradients, the standard analog MC method suffers from
slow convergence rate due to the small differences between emitted and ab-
sorbed powers that are calculated separately and, thus, must be computed
very accurately to capture their difference. Such small temperature gra-
dients are encountered for instance in atmospheric studies and in thermal
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building applications where radiation and natural convection are strongly
coupled.
Based on the reciprocity principle, Cherkaoui et al. (1996, 1998) devel-
oped a net-exchange formulation suited to nearly isothermal applications.
They use the MC integration technique to calculate the exchanged power
between each couple of cells of the discretized medium, as in the zonal
method (Hottel and Sarofilm, 1967). Despite an acceleration of convergence
rate compared to conventional approaches, and the ability to allow a deep
analysis of exchange mechanisms for each cell, the method exhibits an im-
portant drawback. Indeed, each net-exchange power has to be calculated
separately, which involves a number of MC calculations equal to the square
of the total number of cells, and may require very important computer time
and storage capacities. Therefore, this formulation has mainly been applied
to one dimensional problems or for validation purposes in multidimensional
geometries, like by Joseph et al. (2009), to compute the radiative power
in some selected cells. Tesse´ et al. (2002) proposed an alternative imple-
mentation of the reciprocity principle, using the same optical paths as in
the standard analog MC method and without recourse to independent cal-
culations for each couple of cells. In this way they could carry out three
dimensional calculations but they only applied their formulation to combus-
tion applications.
This paper presents an original approach, called shift method, based
on the linearity of the Radiative Transfer Equation (RTE). As the ratio
between exchanged and emitted power is very small in quasi-isothermal
media, we strongly increase it by transforming the problem to an equivalent
one where the equilibrium radiative field at the minimum temperature in
the medium is subtracted from the actual radiative field. Thus, exchanged
powers are computed more accurately. The shift method is implemented
for the calculation of radiative fluxes and volumetric powers, based on a
temperature field representative of coupled free convection and radiation in
a differentially heated cubical cavity filled with an air/H2O/CO2 mixture.
High resolution absorption spectra (line by line calculations) of H2O and
CO2 are used for the simulations.
The paper is organized as follows. In Section C.2, the shift formulation
is presented (Sec. C.2.1), then the reciprocal formulation of Tesse´ et al.
(2002) is recalled (Sec. C.2.2), and numerical details of MC algorithms are
provided (Sec. C.2.3). In Sec. C.3, results are analyzed and compared to
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those obtained with the standard analog MC method (Sec. C.3.1) and with
the reciprocity MC methods (Sec. C.3.2). The influence of the temperature
difference level on the efficiency of the shift method and on the spectral
radiative properties is finally discussed in Sec. C.3.3.
C.2 Monte Carlo methods
C.2.1 Shift formulation
First, we define the shifted intensity Iν(r,Ω) at point r and along the
direction Ω, by subtracting to the actual intensity Iν(r,Ω) the uniform
equilibrium intensity calculated at the minimum temperature in the medium
I◦ν (Tmin)
Iν(r,Ω) = Iν(r,Ω)− I◦ν (Tmin). (C.1)
In the same manner, we define the shifted equilibrium intensity I◦ν (r) by
I◦ν (r) = I◦ν (T (r))− I◦ν (Tmin). (C.2)
The linearity of the RTE allows us to write for a non scattering medium
Ω ·∇ Iν(r,Ω) = κν
(
I◦ν (r)− Iν(r,Ω)
)
, (C.3)
where κν designates the absorption coefficient. The shifted intensity leaving
a surface element at point rp along the direction Ω such that Ω·n > 0, n
being the normal to the surface directed towards the gas, is given for a
diffuse reflecting wall of emissivity εν by
Iν(rp) = εν I◦ν (rp) +
1− εν
π
∫
Ω′·n<0
Iν(rp,Ω′)|Ω′ ·n |dΩ′. (C.4)
The volumetric radiative power is equal to the difference between shifted
emitted and shifted absorbed volumetric powers
∇ · qR(r) = 4π
∫ ∞
0
κν I◦ν (r)dν −
∫ ∞
0
∫
4π
κν Iν(r,Ω) dΩ dν, (C.5)
and, in the same manner, the wall flux is given by
qR ·n (rp) = π
∫ ∞
0
εν I◦ν (rp)dν −
∫ ∞
0
εν
∫
Ω′·n<0
Iν(rp,Ω′)|Ω′ ·n |dΩ′dν.
(C.6)
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It appears then that the shifted intensity obeys exactly the same equations
as the actual one and allows to calculate radiative fluxes and volumetric
powers from the same expressions. The forward analog MC method can
thus be applied to Iν(r,Ω) instead of Iν(r,Ω). It is implemented here with
energy partitioning, i.e., deterministic treatment of absorption along the
stochastically generated optical paths. We designate by Forward Method
(FM) and Shifted Forward Method (SFM) this algorithm, depending on
whether the RTE is shifted or not. A large number of bundles N is emitted
from the medium discretized in surface and volume isothermal cells. The
random determination of the position r inside a cell, the direction Ω and
the frequency ν of bundles is described in section C.2.3. The number Ni of
bundles emitted by the cell i (of volume Vi, temperature Ti) is deterministic
and proportional to the power emitted by the volume cell i, P ei , given by
P ei = 4π Vi
∫ ∞
0
κiν I◦ν (Ti)dν, (C.7)
and similarly for surface elements. The power emitted by the volume cell i
and absorbed by volume cell j may be written as
P eaij =
∫ ∞
0
κiν I◦ν (Ti)
∫
Vi
∫
4π
AijνdΩidridν, (C.8)
where Aijν denotes the density of the absorbed power relative to the ele-
mentary power emitted in dΩidridν. It accounts for transmission to the cell
j and absorption by this cell, following all possible optical paths including
reflections by diffuse walls and possible multiple crossings of cell j. Similar
expressions can be derived for surface-surface or surface-volume exchanges.
The exchanged radiative power of the cell i is finally calculated in the SFM
method according to
P SFMi = P
e
i −
M∑
j=1
P eaji , (C.9)
whereM is the total number of volume and surface cells. In the FM method,
PFMi is obtained by replacing Iν(r,Ω) with Iν(r,Ω) in the previous expres-
sions.
C.2.2 Reciprocal formulation
We briefly recall here the reciprocity MC formulations given by Tesse´ et al.
(2002) and Dupoirieux et al. (2006). Like in the FM method, a large number
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of bundles are emitted from the medium but the evaluation of radiative
powers is based on the expression of the exchanged power between two
volume cells i and j
P exchij =
∫ ∞
0
κiν I
◦
ν (Ti)
(
1− I
◦
ν (Tj)
I◦ν (Ti)
)∫
Vi
∫
4π
AijνdΩidridν. (C.10)
Note that P exchij strictly vanishes when cells i and j are at the same temper-
ature while this property is only statistically verified in the FM method. In
the Emission Reciprocity Method (ERM), the radiative power exchanged by
cell i is obtained by summing all the powers exchanged with cells j crossed
by each bundle emitted by cell i
PERMi =
M∑
j=1
P exchij . (C.11)
Thus, emission calculation remains deterministic and absorption is calcu-
lated using reciprocity. In the Absorption Reciprocity Method (ARM), the
radiative power exchanged by the cell i is obtained by summing all the
powers exchanged with cells j that emit bundles which will cross the cell i
PARMi =
M∑
j=1
−P exchji . (C.12)
Absorption calculation is done like in the FM method and emission is cal-
culated using reciprocity. As the same bundles are used to evaluate PERMi
and PARMi , calculations can be led simultaneously.
C.2.3 Implementation
This section describes the stochastic generation of emitted bundle charac-
teristics implemented for all MC methods. First, the emission point r of
the bundles is randomly determined according to a uniform distribution in
each volume or surface cell. The direction Ω of the bundles is randomly
determined according to a uniform distribution of the solid angle for bun-
dles emitted from volume cells, and according to a uniform distribution of
the solid angle, weighted by the cosine of the angle between the normal
to the emitting surface and the propagation direction, for bundles emitted
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from surface cells. Finally, the wavenumber ν of the bundles emitted from
a volume element is randomly determined using the cumulative distribution
function Rν given by
Rν =
∫ ν
0 κν′(T0)I◦ν′(T0)dν ′∫ +∞
0 κν′(T0)I◦ν′(T0)dν ′
, (C.13)
in the SFM method, where T0 is the mean temperature in the medium. In
Eq. (C.13) κν and I◦ν are taken at this fixed temperature in order to avoid
the storage of a temperature dependent high resolution function Rν(T ). The
energy of the bundle is therefore corrected by the factor
fν =
κν(T (r))I◦ν (T (r))
κν(T0)I◦ν (T0)
∫ +∞
0 κν′(T0)I◦ν′(T0)dν ′∫ +∞
0 κν′(T (r))I◦ν′(T (r))dν ′
, (C.14)
in order to preserve the exact spectral distribution of the emitted bundles.
Note that, according to its definition, the shifted intensity I◦ν (r,Ω) is al-
ways positive allowing us to introduce the function Rν . In the FM, ERM
and ARM methods, I◦ν (r) is simply replaced by I◦ν (r) in the expression of
Rν . As very small temperature gradients are considered in this work, the
temperature dependency of the absorption coefficient is neglected in a first
step. This assumption is discussed in Sec. C.3.3. Figure C.1 presents the
high resolution absorption spectrum used in MC calculations and the asso-
ciated cumulative distribution function based on I◦ν (r) and on I◦ν (r). The
spectral resolution is 0.025 cm−1. The figure illustrates the displacement
towards high wavenumbers of the derivative of the Planck’s function with
respect to the temperature, which reinforces the contribution of the ν2 band
of H2O around 1600 cm
−1.
The inversion of the cumulative distribution function at high resolution,
which consists in solving Eq. (C.13) to find the wavenumber ν corresponding
to a random uniform number R in the range [0, 1], is costly in terms of com-
putational time. Several algorithms, such as the bisectional search method
used by Wang and Modest (2007), can speed up this inversion. We have im-
plemented a pre-tabulation algorithm: the values of ν(R) are pre-tabulated
for Nt regularly spaced values of R and the search for ν is first carried out
among the pre-tabulated values before refining the search inside the con-
venient subrange of R at high spectral resolution. As shown in Fig. C.2,
the CPU time strongly decreases with the number of tabulated points and
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Figure C.1: Left: high resolution absorption coefficient of air/CO2/H2O
mixture at atmospheric pressure (XH2O = 0.02, XCO2 = 0.001, T = 300 K).
Right: associated cumulative distribution function for wavenumber genera-
tion in the shift (full line) and in the other (dashed line) approaches.
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Figure C.2: CPU time for different number of pre-tabulated points of the
function Rν , normalized by the CPU time without tabulation.
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Figure C.3: Temperature field (in Kelvin) in the differentially heated cavity.
Left: 3D view of wall temperature. Right: gas temperature distribution in
the plane y = L/2.
reaches an asymptotic time which indicates that the ν-determination is no
longer a limiting step. With Nt = 100, the total CPU time is about 5 times
smaller than without tabulation, and the time spent in the wavenumber
inversion is divided by about 50. The wavenumber ν of the bundles emitted
from a surface element is randomly determined using the cumulative distri-
bution function Rwν obtained by replacing κν by the wall emissivity εν and
T0 by the local wall temperature in Eq. (C.13).
C.3 Results and discussion
Shift and reciprocal approaches are implemented for the calculation of ra-
diative volumetric powers and fluxes in a quasi-isothermal configuration.
We consider a differentially heated cubical cavity of edge length L, filled
with an air/H2O/CO2 mixture, in which we prescribe a 3D temperature
field representative of a combined natural convection and radiation prob-
lem. Isothermal walls (x = 0 for the hot wall and x = L for the cold
one) are black, the others are perfectly diffuse reflecting. Gas radiation is
due to carbon dioxide and water vapour of which the molar fractions are
XH2O = 0.02 and XCO2 = 0.001.
The prescribed 3D temperature field is given in Fig. C.3. In a y-plane,
the temperature distribution is characterized by thin boundary layers near
the isothermal walls and a stratified core which reveals the natural convec-
tion flow motion. Moreover, 3D effects are noticeable at the horizontal top
wall. This field was obtained as the steady solution of coupled calculation
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of natural convection and radiation at a Rayleigh number Ra = 3 × 107,
with adiabatic lateral walls. Details concerning this coupled calculation
are given by Soucasse et al. (2012). A pseudo-spectral Chebyshev method
was used for the flow field and a ray tracing method, where a global ADF
model described spectral gas properties, was used for radiative transfer.
The mean temperature is fixed at T0 = 300 K and the cube edge length at
L = 1 m so that the temperature difference between the hot and cold walls
is ∆T = 0.328 K.
The temperature field shown in Fig. C.3 is used here for all MC cal-
culations at high spectral resolution, except in Sec. C.3.3 where this field
is rescaled to consider higher temperature differences. The domain is dis-
cretized into 403 volume elements and 6 × 402 surface elements according
to 41 Chebyshev collocation points along the x, y and z directions. This
strongly non-uniform grid is used for accurately capturing the thin bound-
ary layers. In order to validate the implementation of the MC methods,
results from SFM method have been compared with those obtained with
the deterministic ray tracing method and the ADF model (see C.4).
C.3.1 Comparison between SFM and FM methods
Results obtained with the SFM method are first compared with those ob-
tained with the standard FM method. We simulate the emission of N =
6 × 109 and N = 6 × 1010 bundles for computations with SFM and FM
methods, respectively. The computation time is roughly the same with
the two methods for the same number of bundles and is about 10 minutes
for N = 6 × 109 bundles distributed among 256 processors (4.7 GHz IBM
power6).
Figure C.4 shows the estimated radiative flux and estimated standard
deviation at the hot wall (plane x = 0). Results for the cold wall are not
presented but are very similar in terms of convergence level. Wall fluxes
calculated with the SFM method present a well-converged distribution as-
sociated to a very low standard deviation level (about 0.1 %) while the FM
results exhibit a chaotic distribution with a standard deviation level two
orders of magnitude higher that the SFM method.
The same behaviour can be noticed on the estimated volumetric power
in the y-mid plane presented in Fig. C.5. In this last figure we also show
the absorbed power field which is the only quantity affected by statistical
noise since emission is calculated in a deterministic way. As we expect,
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Figure C.4: Radiative flux and standard deviation (in W.m−2) at the hot
wall with SFM and FM methods. Note the different scales of SFM and FM
standard deviations.
Figure C.5: Radiative volumetric power, absorbed volumetric power and
standard deviation (in W.m−3) in the plane y = L/2 with SFM (top) and
FM (bottom) methods. Note the different scales of SFM and FM absorbed
powers and standard deviations.
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Table C.1: Global convergence results.
Method N σS σV
FM 6× 1010 1.5× 10−1 1.2
SFM 6× 109 9.0× 10−4 2.4× 10−2
ERM 6× 109 1.3× 10−3 2.1× 10−2
ARM 6× 109 1.7× 10−3 3.3× 10−3
the radiative power and the shifted absorbed power are of the same order
of magnitude which explains the good convergence level obtained with the
SFM method. At the opposite, the actual absorbed power is three orders
of magnitude higher than the exchanged power.
Global indicators of the convergence level of fluxes and volumetric pow-
ers, σS and σV may be defined as
σS =
∑
i∈S σ(Pi)∑
i∈S |Pi|
, σV =
∑
i∈V σ(Pi)∑
i∈V |Pi|
, (C.15)
where σ(Pi) is the estimated standard deviation of the estimated power Pi,
the subscript S or V refers to surface or volume elements. These global
indicators are given in Table C.1. For the volumetric power calculation, if
we assume a decrease of the standard deviation proportional to 1/
√
N , the
number of emitted bundles N must be of the order of 1014 to reach with the
FM method the same standard deviation level as in the SFM method. This
demonstrates the high efficiency of the SFM method to predict radiative
transfer in nearly isothermal media. In fact, if we assume that the standard
deviation on the absorbed power, relative to the emitted power, is identical
in the two methods, it is easy to show that the ratio between the number
of bundles required to reach the same convergence level in the two methods
approximately scales as (T/∆T )2.
C.3.2 Comparison between SFM and ERM/ARM methods
We compare now the results obtained using N = 6 × 109 bundles with the
SFM and ERM/ARM methods. The computational time is roughly the
same for each method. Table C.1 indicates that standard deviation levels
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Figure C.6: Standard deviation (in W.m−2) of the radiative flux calculated
at the hot wall with SFM (left), ERM (middle) and ARM (right) methods.
obtained with reciprocity methods are comparable to those obtained with
the shift method and, thus, that ERM and ARM methods are also well
suited to predict radiative transfer in this application.
The standard deviation of the flux at the hot wall is presented in Fig. C.6
for the three methods. The distribution of the flux itself is not recalled since
it is already shown in Fig. C.4, and since all methods converge towards the
same distribution, the differences remaining within the standard deviations.
For each method, the standard deviations at the cold wall are very similar
to those presented for the hot wall. SFM approach appears to be here
the most efficient method while ARM method gives the highest standard
deviations. For each method, the standard deviation field at the wall follows
the structure of the grid: the highest estimated errors are located in the
smallest cells, near the edges of the cube.
Figure C.7 shows the volumetric radiative power and associated standard
deviation along the x-axis, near the y−mid plane and at different z locations,
calculated with the three methods. The distribution of the radiative power
is consistent with the temperature field. Near the hot wall, the gas, which
flows upstream in the differentially heated cavity, is mainly heated by the
wall and thus is rather absorbing than emitting (except in a very thin region
adjacent to the wall). The opposite phenomenon is observed close to the
cold wall. As z increases, the gas temperature increases too as well as the
net volumetric power. Concerning the standard deviation, ARM approach
gives clearly the best converged results in all the domain. According to the
global convergence indicators given in Table C.1, SFM is the less efficient
method but its estimated deviation is sometimes lower than that of ERM
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Figure C.7: Radiative power and associated standard deviation at y =
0.48 m and z = 0.84 m (A), z = 0.48 m (B), z = 0.13 m (C).
method. As observed for the flux calculations, the influence of the grid
on the convergence level is again noticeable for ERM and ARM results.
Moreover, the shape of the estimated deviation with SFM seems to follow
the temperature field: the standard deviation strongly increases near the
hot wall (x = 0), decreases near the cold wall (x = 1) and is higher at high
z-locations where temperature is warmer due to the thermal stratification.
First explanations of the differences observed between the three methods
in terms of performance can be drawn from the analysis of the distribution
of the number of emitted bundles. In the reciprocity methods, the bundle
distribution procedure greatly favours the emission from a wall element at
the expense of emission from a volume cell (ten times greater in average). In
ERM method, the standard deviation observed for a cell is directly linked
to the number of emitted bundles while in ARM method, the standard
deviation observed for a cell is linked to the number of bundles that cross
it. This argument may explain the better behaviour of ARM compared to
ERM method for volumetric power calculations and the better behaviour of
ERM compared to ARM method for wall flux calculations. This behaviour
is consistent with the test carried out by Tesse´ et al. (2002) in the case of
a planar geometry and was also observed here, although it was attenuated,
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when attributing the same number of emitted bundles to each gas cell and
to each surface element.
Concerning the SFM method, the analysis is quite different since the
distribution procedure follows the shifted emission. The number of emitted
bundles by a volume cell or by a surface element greatly differs from hot
to cold regions. As previously mentioned, standard deviation on volumetric
power calculations seems to follow the temperature field. Comparing the
temperature field given in Fig. C.3 and the shifted absorbed power field
given in Fig. C.5, we observe that the hot regions roughly correspond to
the regions where the shifted absorbed power is the highest. The estimated
deviations are the highest in the regions where the shifted absorbed power
is important.
C.3.3 Influence of temperature difference
The results presented above were obtained for a very small temperature dif-
ference ∆T=0.328 K resulting from the fixed Rayleigh number and cavity
length. Increasing ∆T will modify the speed up of the FM method, as dis-
cussed in Sec. C.3.1, and would require temperature dependent absorption
spectra. These effects are discussed separately in the following.
FM and SFM methods have been applied in a first step to rescaled tem-
perature fields according to T ′(x, y, z) = α(T (x, y, z)−T0)+T0 with α = 10
and α = 100 assuming a uniform absorption spectrum calculated at 300 K.
In this way, the temperature difference between the hot and cold walls is
increased to ∆T=3.28 K and ∆T=32.8 K respectively. Global indicators
of convergence level σS and σV , obtained with the two methods, using the
same number of bundles N = 6× 109 and for the different values of α, are
given in Table C.2. Results show that the global convergence level of the
SFM method is not affected by the temperature difference in the range con-
sidered here, both for radiative fluxes and volumetric powers. We have also
noted similar 3D distributions of standard deviation. On the contrary, the
convergence of the FM method highly improves as the temperature differ-
ence increases: σS clearly scales as the inverse of α. σV also highly decreases
when α increases, except between α = 1 and α = 10, but the value σV ≃ 1.2
is obviously too high to be significant. Indeed, this value of σV indicates
that the estimated standard deviation is of the same order of magnitude,
or even higher, than the estimated mean value. Comparing these global
indicators confirms that the ratio between the number of bundles required
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Table C.2: Influence of temperature difference on mean standard deviations.
Results are obtained with the same number of bundles N = 6× 109.
σS σV
FM SFM FM SFM
α = 1 4.7× 10−1 9.0× 10−4 1.2 2.4× 10−2
α = 10 4.9× 10−2 9.0× 10−4 1.0 2.4× 10−2
α = 100 4.9× 10−3 8.8× 10−4 1.8× 10−1 2.3× 10−2
for the same convergence level using FM and SFM methods approximately
scales as (T/∆T )2.
In a second step, the temperature dependency of the absorption coef-
ficient κν was investigated for the three cases α = 1, 10, 100. Local ab-
sorption coefficients were calculated using interpolations from three high
resolution spectra calculated at T = 280 K, T = 300 K and T = 320 K,
assuming in each range a linear evolution of κ∗ν(T ) = κν(T )×T . The use of
a variable κν(T ) did not change significantly the calculation time for a given
bundle and the convergence rate of the method. The results are shown in
Fig. C.8 for the radiative power. For ∆T = 0.328K, the effects are not
significant and the differences remain within the standard deviation of the
MC method. For the highest temperature difference, the effects become
significant and are of the order of ∆T/T . The radiative power generally
increases in absolute value when considering variable spectra.
C.4 Conclusion
A new Monte Carlo formulation was proposed for application to radiative
transfer in nearly isothermal gases, in association with high spectral resolu-
tion description of molecular gas properties. It was applied to 3D radiative
calculations based on a temperature field typical of coupled natural con-
vection and radiation in a differentially heated cavity. This formulation is
shown to be orders of magnitude more efficient than the standard analog
MC method. It was also compared to reciprocal ERM and ARM methods,
which are applied here for the first time to 3D quasi-isothermal media. The
new shift method appears to be slightly more (resp. less) efficient for the
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Figure C.8: Radiative power at y = 0.48 m and z = 0.84 m (A), z = 0.48 m
(B), z = 0.13 m (C), for different values of ∆T and considering uniform or
T -dependent spectrum.
computation of wall fluxes (resp. volumetric powers). All of these methods
are shown to be accurate and practicable tools enabling in the future cou-
pled calculation of unsteady free convection and radiation in 3D geometries
with high spectral resolution, and to provide in this way reference results
for the validation of approximate models.
Appendix: Comparisons between SFM and ray trac-
ing methods
We compare in this appendix the results from the SFM method and the ray
tracing-ADFmethod, used to compute the steady temperature field from the
radiation and natural convection coupled problem defined at the beginning
of Sec. C.3. Ray tracing calculations are achieved using the same spatial
grid as SFM calculations, 1800 directions from each surface element, 3600
directions from each volume element and the global ADF model Pierrot et al.
(1999a) to describe gas radiative properties. More details on the ray tracing-
ADF model are given by Soucasse et al. (2012). As shown in Fig. C.9, we find
very good agreement between the two approaches on radiative volumetric
powers, the absolute difference between the two solutions remaining within
the MC standard deviation of the SFM result. In addition, we also find
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Figure C.9: Left: radiative power at y = 0.48 m and z = 0.84 m (A),
z = 0.48 m (B), z = 0.13 m (C). Right: SFM standard deviation and
absolute difference between radiative power calculated with SFM and ray
tracing methods, at same locations.
very good agreement on wall fluxes. This constitutes a cross validation of
both methods, as we have checked beforehand that the ADF model induced
negligible errors for column total transmissivities in comparison with high
spectral resolution calculations. The computational times are roughly the
same with the two methods but only the MCmethod allows to deal with high
resolution radiative properties. In particular, the MC method enables to
take into account temperature dependent radiative properties for relatively
high temperature differences without further approximations.
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